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IIpearosop

Osna je Kmura HacTaJga U3 oejaexkaka 3a Kypc Pumozoduja mare-
MaTHKe Koju caMm, moMaxkyhu Koctn omeny, Buiie myTa Jp:Kao CTy-
JICHTHMa, 3aBpIlTHe rojuHe cryauja Punoszodckor dakynrera y Beo-
rpaay. Kypc je dbuo 3aMuIbeH Tako Ja Ou ce Ha IpejlaBambuMa, Koja
Cy HaJUKOBAJIA CEMUHAPUMA, YNTAJA U W3Jarajia KJIaCU4IHa Jlejla U3
dunoszoduje MaremaTuke JOK Cy BexKOe Ha TOM IPEIMETY CTYJIEeH-
Te TpedaJio ja yro3Hajy ca ['egesnoBuM TeopemMama O HEIOTIIYHOCTH,
bun030dhcKu HAJ3aHUM/BUBUJUM PE3YATATUMA, JIOTUKE.

TokoM rommHa MHOIO je KoJjera 3aje/lHO ca HaMa yIeCTBOBAJIO
Ha TOM Kypcy. 3axBajsan cam Ciaodomany Byjomesuhy, Astexkcan-
npy Ileposuhy, 3opany Ilerpuhy, Tomacy [Tuxu u Ilerepy Illpemep-
Xajcrepy. OHu HECY CBU y UCTO J100a 3aje/THO ca HaMa HA TOM KypCy
YYIECTBOBAJIH, aJId je CBAKO OJI IbUX y HEKO BPeMe yUMHHO Ja OH Oy/ie
dospu. [locebno cam 3axBasian cBojuM Kojermnunama, Jopanu Kocruh
u Karapuan MakcumoBuh Koje cy, TpBO Kao HaIlle CTYJ/IEHTKUIbE & Ka-
cHUje U Kao mjahe capajHuUIe, BEJUKUM €HTY3Uuja3sMoM U (huaI030¢-
CKHM eJJaHOM ToMoryie Koctu u MeHu jma Kypc Oy/ie OHAKaB KaKBUM
CMO Ta ¥ 3aMUCJIAJIH.

Cnodoman Byjomesuh, Bopuc Bynosuh, Anekcamnapa 3opuh u Jo-
Bana Koctuh cy ce moTpyauim ja mpodnTajy OBy KIBUTY U IIYHO Cy MU
ITOMOTJIM CBOjuM TipuMetoama. 3opan [lerpuh je oaprkao jeman mocie-
JIUIIJIOMCKY KypC U3 JIOTHKe cIykehu ce mome. Hberosu nu komenrapu
IberOBUX haka cy mu Omiu jgparorenun. CBuMa UM ce HajTOILIHje 3a-
XBaJbyjeM.

Hajsehy 3axBasnoct ayryjem Koctu Homeny. On me je mHaydumo
Jiorutiy, punozoduju u MHOTO dYemy apyroMm. /la Huje duio mera, He
Om OmJI0O HU TAKBOI Kypca HATU OBAaKBe KIbUIeE. 3a CBE U CAMO OHO
IIITO je Yy 10j JI00PO, Herosa je 3acjayra Hajeha.

Y Beorpasy, okTodpa 2021.
M. A.
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YBon

“Begin at the beginning,” the King said gravely,
“and go on till you come to the end: then stop.”

— JIyuc Kepoa, Aauca y semmu wyga

Jloruka je mHayka o gemyknmjama. OBa Maaja IpaHa MaTeMATHKE
je 3adgera y pagoBuma [ormodba @Pperea ¢ kpaja XIX Beka u CBOjy
jeé KaHOHU3AIM]y JOXKUBeJa y IMPBUM JlelieHrjaMa XX BeKa 3aXBaJby-
jyhm, na npBom mecty, JaBuay Xuadepry m meronoj mkosu. Harrn
peIMeT UMa jaKo YTy MPEIUCTOPUjy KOjOM JOMUHUPaA Apucroresio-
Ba CIJIOTUCTHYKA JIOTUKA M KOja JIOTUKYy cMmerita Mehy dumoszodcke,
1pe Hero Maremarudke jauctiuminie. O Tome, MehyTum, y 0BOj Kibusu
nehe Outn peun.

Jloruka je ycko Be3aHa 3a II0jaM je3uWKa. Je3uIln Koje OHa ITPOoYy-
JaBa Cy BelITadyKW, (DOPMaJIHU Je3WITH U MHOT'O Cy JeIHOCTaBHUJHU O
NPUPOTHUX je3nKa. Ta jeITHOCTaBHOCT JIOHOCH Ca COOOM TPEIU3HOCT
KaKBe y IPUPOJHOM je3WKy Hema. Barn Kao m npupojnu, popMaaTHu
je3urym mMajy CBOjy CUHTAKCY WJIM I'DAMaTHUKY. Y CHHTAKCU ITOJIa3UMO
oz, andadera, CKyna MPUMUATUBHUX CUMOOJIA ITIOMONY KOjUX y TUM je-
3UIIMa T'PAIUMO pedn — KonadHe Hu3ose cumbdbosia. [locse Tora Tpeda
Jla ce Kake Koje hemo o1 Tux peun Jia cMaTpaMo I'PaMaTHIKNA UCIIPAB-
HUM ¥ BUX hemo 3BaTu popmysiama Hammx je3uka. Jlegykmnuje y Tum
HaIUM je3uruma Takohe crmasajy y cuatakcy. Ca muma hemo ja ce
YIIO3HAMO KaJ1a OyJIeMO TOBOPHJIN O TojMy hopMaJsiHOT cucteMa. Pop-
MaJIHe CUCTeMe MOYKEMO J1a 3aMUII/baMO KaO AllCTPAKTHE MallluHe 32
npousBoheme dopMmysia kKoje hemo ja 30BeMO TeopeMama TuUx Hop-
MaJIHUX CUCTEMA.

Ocum cunTakce, poOpMaJIHA Je3UIN KOjUMA Ce JIOTUKA OABU UMAajy
1 cBOjy ceMaHTHKY. Iben je 3amarak ma dpopmynama HaIUX je3uKa
MIPUIINIIIE 3HAYEHE, JIa T€ CMUCJEHe peddu WHTepuperupa. ¥ ciyda-
jy je3mka mcKa3He JIOTWKe, KOjUM heMo IpBO Jia ce 0aBUMO, Ta he
WHTEepIpeTannja J1a MovYnBa Ha IojMy Bajyaruje. Kaga ce dyzemo



OaBMJIM CJIOXKEHHUjUM je3UIIMa IIPBOI peja, MeCTO BaJjyaluja he ga
3ay3My peJiallijcKo-OlepalnjcKke CTpyKType uian Mmojenu. 1 y jeanom
1y JPYyroM cjaydajy ce odeKyje Ja Kaxkemo kKoje he dopmyse ja Oy-
JIy UICTUHUTE y 1aToj uHTepuperanuju. Popmyse Koje Cy UCTHHUTE y
CBaKO] WHTEepIIpeTanuju Onhe JJOTMYKe NCTHHE NCKa3HE JIOTUKE, OTHO-
CHO JIOTHKE IIPBOT pejia. Y MPBOM cjy4dajy hemo TakBe popMmysie aa
30BEMO TAyTOJIOTHjaMa & y JPYyrOM BabaHUM (POpMyIaMa.

Ha xpajy, nocedno he nac 3annmaTn ogHOC U3Mely CUHTAKCE U ce-
MaHTHUKe HAIUX je3uka. /I[Ba riaBHa nmrama Ha Koja Ou Tpedaso jia
oarosopumo jecy ,,Jla s je cBaka teopema jormuka mcruna?’ u ,,Jla
Ji1 je cBaka Jiormvka uctuHa Teopema’”’. IIpBo ce murame Tuve Basba-
HOCTH Hamux (pOpPMaHUX CACTEMA JIOK Ce JIPYTO OTHOCH HA EHUXOBY
MTOTITYHOCT. 3a MCKAa3HY JIOTUKY Kao U 3a JIOTUKY IIPBOT PeJia OJTOBOP
Ha 00a OBa IUTamba Onhe IOTBPIAH.

Y oBoM, IIpBOM Jiesly Kibure Deaewke u3 .n07uke pesicTaBHheMo
HeKe 0] KJIACUYHUX Pe3yJ/ITaTa HaIller IIPeJIMeTa, 3aKJbyIHO ca Teope-
MOM TOWUYHOCTIU JIOTUKE TIPBOT peia. 1Ty TeopeMy je IpBU JOKa3a0
BeqmuKn ayctpujcku jormdap Kypr I'emen y cBojoj /1okTOpCcKO] Te3n
u3 1929. rogune. ['oToBO cBU pe3ysiTaT 0 KOjuMa heMo OBJie Ja TOBO-
PHUMO HaCTaJIU Cy IIpe TOJIOBUHE TPOILIOT BeKa. [aKko 3amodnmemMo ca
MCKA3HOM JIOTUKOM, OBa KIbUTA HUje 3aMUI/beHa KA0 IIPBU YBOJ Y JIO-
TUKY. 3a TO MOCTOje DOJbe KIbUTe U 3aMHTepecoBaHn unTaJsall nehe a
MOTPEIN aKo MPBO OyJie KoHcyiToBao Kmbury (Ocnosha sotuka Kocre
Hormena [5], a mocse Tora duno kojy ox kmwura [1],[2], [4] nawm [11].
OBa je Kmbura Hammcana 3a YATAOla KOju Beh mMa HEKOT HCKyCTBa
ca OCHOBHOM JIOTMKOM W K€JIU JIa Ca3Ha HEIITO O Pe3y/ITaThuMa HaIler
Ipe/iMeTa KOju Ty He crajiajy. Takohe, oHa MOXKe Ja KOPUCTH ¥ OHUMA
KOju OM J1a HEeKe OCHOBHE pe3yJsiTaTe BHUJE y HOBOM cBeTJry. Kao Taksa,
OHA MO2Ke JIa TIOCJIYKH B Kao JIe0 JIPYTOr' YHUBEP3UTETCKOT Kypca U3
Jioruke. MehyTum, ryiaBHO y Be3U ca OBOM KIHUTOM je TO IITO OU OHA
YATAOI@ TPeOAJIO Ja MPUIIPEMU 3a JIPYTH HBeH J1e0 Koju he ce TUIATH
l'esrestoBUX TeopeMa O HEMOTIIYHOCTU U CPOJIHUX PE3YJITATa.

VY npunpemamy Oesekaka M3 KOjUX je OBa KIbUTa HACTAJIa HajBU-
e ¢Mo ce ocyamaiu Ha ErgeproHoB yubenuk [6], kako y morseny
n300pa TemMa Tako W y IOIJVIeJdy CTWIa KOJUM je HamucaH. durasialr
he, mehyTum, J1ako Jla IPUMETH J1a HEKe BayKHE PA3JIMKE y OJHOCY Ha
EnnepronoBy kmury unak nocrtoje. [Ipumepa pajm, kom Engeprona
HeMa (DOPMAJTHOT CUCTEMA 3a UCKA3HY JIOTUKY a KOJI aKCUOMAaTHU3aI]je
JIOTUKE TIPBOT PeJia CBe Cy MHCTAHIE TAyTOJIOTHja y3eTe 3a aKCHUOME.
3a oBakBy KIbUI'Y, YNjH OM JPYTH /IO TPEDAJIO Jia ce DABU Or'DAHU-
JemuMa jeHe BeJIMKe Kjace BayKHUX (POPMAaJIHUX CUCTEeMa, TO HUje



om0 Hajoospe pemrerme. C jeane crpaHe, MOrao OM Jia Ce CTEKHE yTH-
CaK Jia Cy JeJyKIFje y NCKa3HO] JIOTUIN HENITO MITO je MaTeMaTUIKHN
HEMHTEPECAHTHO, a TO je HampocTo norpemrHo. Ca Japyre crpaHe, 9u-
HUJIO HaM Ce€ CyBI/ICﬂI/IjI/IM Jda TeopeMy IIOTIIYHOCTU IIPBO AOKaXKeMO
y jeTHOCTaBHUjeM CJIydajy MCKa3He JIOTHKe, Ia JIa IOCJIe TOTa JTaMO
HEIITO CJIOYKEHU)U JOKa3 UCTe TeOpeMe 3a JIOTUKY MPBOT PeJia.

[Ipenanoct Te, qoHEK/IE U3MEHEeHe, EHIEpTOHOBE akcnOMaTH3aII]je
JIOTWKE TIPBOT pejia Kojy hemMo y 0BOj KEbU3U Jia MPEJICTaBUMO OrJIejIa
ce y ToMe mITO je 3a (hopMaJiHe CHCTEME T€ BPCTE je/IHOCTABHUjE J10-
kazatu [ejies10Be TeopeMe 0 HEMOTIIYHOCTH U HBhIMa OJIUCKE pe3yJirare
koju he ce mahu y npyrom menom gery. Ocum [6], wecro Ham je ox
nomohn omia n Xunmanosa kmura [13], Mmrerujese [8] xkao u Bamn
nen Jlpucose besernike [3], mocebHO 10 Kpaja OBOr yBOJHOL JIEJIA.

Y HacTaBKy OBOI' IIOIVIaBJ/ba, yBemheMo HeKe OJ] OCHOBHUX MaTe-
MaTUYKAX MI0JMOBa KOjUMa NeMO J1a ce CJIy?KHMO Y HACTABKY KIbHTE.
CBu OHHU Cy ca MHOIO BHIIE JieTa/ba U3J10xKeHn y Xasmonieso] [12] u
Mockosakucosoj kibuzu [9)]. Tamo anrasarn moxke Hahu u JJokaze dpoj-
HUX TBpDema Koja CMO MU CaMO CIIOMeHY/Id. AKO >KeJIu jOIl U BHUIIE O
TEOPHUjU CKYTIOBa Jla Ca3Ha, 3aMHTEPEeCOBAHOT YnTaola yiyhyjeMo Ha
kury [10]. um oBor morsasmba je Ja, mpe cBera, (DUKCHpa TEPMU-
HOJIOTHjy W HOTaIMjy KojuMma hemo Jia ce cIyKuMo.



CkymnioBu, pesanuje n pyukiuje. Ckyliose 3aMUNL/BAMO KaO
KOJIEKIIMj€ MaTeMAaTUIKNX o0jekara. Te heMo objekTe 3BaTh enemen-
WUMa WA 4AGH08UMa OAroBapajyhmnx ckymosa. To ja je 00jeKT x
eJleMeHT cKymna X 3almcyjeMo Kao x € X — KaxKeMoO JOIIl Jia y TOM
caydajy r uputagae ckymy X. Ako x HEje esleMeHT ckymna X, To hemo
na samnucyjemo osako x ¢ X. Ha npumep, umamo na 5 € [4,00) u
0 € N, aym % ¢ Zumw¢ Q.Y macraBky hemo, Kao u OBJie, CKyIIOBE
NPUPOJIHUX, IEJNX, PAIMOHAJIHUX M PeaJHuX OpojeBa J1a O3HaYaBa-
Mo ca N, Z,Q u R, tum pemom. CinoBuma n,m,t,7 u k, ca uan 6e3
MHAEKaca, NeMo J1a ce CIy:KUMO Ja uMa pedepupaMo Ha IPUPOIHE
opojese.

CxymoBu X u Y cy jelHaKM aKo M CaMO aKO NMajy UCTEe eJIEMEHTe
n ouma mumemo X = Y. OBo mociienme TBpheme ce 4ecTO Ha3uBa
UPUHUUTOM EKCTLEH3UOHAAHOCTIY U TO je jeTHa O aKCHOMa Teopuje
ckynoBa ZFC o kojoj hemo masio Buie ja kaxkemo kacauje. Cky-
moBe hemMo 4YecTO 3aIlMCHBATUA TAKO IIITO NeMO YHYTap BUTUYACTUX
3arpajia Jia U3JuCcTaMo IhUXOBe ejleMeHTe. Tako je, mpumepa pajiu,
{3,4,8} ckyn umju cy jemunu emementu 3,4 u 8. Ha ocHoBy mnpus-
[ATIa €KCTEeH3MOHAJTHOCTU 3HAMO Jia Cy CKYIOBHU MOTIIYHO ojpeheHun
cBojuM ejieMeHTHMa. Jlakie, Kaja je o CKyIlOBUMa ped He y3UMaMO
y 003up TopeJlak HUTU OPO] jaB/baiba IHUXOBUX YJIAHOBA; MMaMO JIa
je {3,4,8} = {8,3,4} xao u {8} = {8,8}. Cxymnose {x} kao mro je
MIOCJIEIbY, KOJU CAJIPZKe CaMO jeJlaH eJIEMEHT, 30BEMO CUHIATLOHUMA.

IIpasan ckyt, CKyn Koju HeMa ejieMeHaTa, o3nadasahemo ca () (na
OCHOBY TIPUHIIUIIA €KCTEH3NOHAJHOCTH, Taj je CKYIl jeIuHCTBeH). AKo
CBU ejieMeHTH cKyna X MpUIaiajy ckymy Y, OHJa KayKeMo Ja je CKYyII
X wogckyu ckyna Y u o 3anucyjemo kKao X C Y. Akoje X CY u
X # Y 7o hemo zammcuBatu ka0 X C Y — y TOM cjaydajy KarxKemo
na je X apasu Gogcekyd on Y. Ilpazan cKyn je MOJICKYIl CBAKOT CKyTIa
7 CBaKW je CKyN MOACKyH cede camor. lIpuHIUT eKcTeH3nmoHaIHOCTH
07030 OMCMO caja MOIVIA Ja M3pa3uMo oBako: X = Y ako m camo
akoje X CYnY CX.

Y nacraBKy heMo decto OUTH y TPWIHANY J1a JIe(DUHUANIEMO CKYII
X Ttako 1mrTo hemo, MmomaBIm OJ1 HEKOT CKyIia Y, Jia U3/IBajaMo CaMo
OHE HEroBe eJIeMeHTe KOjU 33/I0BOJhaBajy HEKO CBOjCTBO S'

X ={x €Y | z 3anoBospaBa S}.

Hpyrum peunma, dopmupamo mnojgckyn X C Y Koju cajpku cBe
OHE eJIeMEeHTEe KOjH 33/I0BOJhaBajy IIOMEHYTO ¢BOjcTBO. [IpuMmepa pajin,
R* ={z € R | z > 0} je cKyn cBUX HO3UTHUBHUX PeaJHUX OpojeBa n
TO je jegaH moacKyn ckyna R.



Ako cy X u Y ckynoBu, ciyxkehu ce muma MOXKeMO Jia (hopMu-
paMo IBUXOB Upecek:

XNY={z|zeXnxeY}

3Ba ckymoBe X n Y KaxkeMo J1a Cy gucjynkiinu, aKO HEMA]y 3ajeIHMn-
yKHX ejeMeHaTa, Tj. ako je X NY = (). Vuuja ckynmosa X u Y je
CKYIIL:

XUY={zr|reXumumzel}

Dunapue omneparnuje yHuje u mpeceka MOXKEMO Ja MOCMaTpaMo Kao
mocedHe cjIydajeBe OIIITUjUX Ollepalifja Koje NeMo 1a OIHIIeMO Y
nactaBky. Heka je A xojekiuja cKymoBa, Tj. CKYIl YUjU CY €I€EMEHTU
Takohe ckymnoBu. Tajia Moxkemo ja dopMupamo u ciejehn cKy:

UA: {z | mocroju X € A takso na je z € X}.

Hpyrum pednma, enemerTr ckyna | J A cy CBU eJIEMEHTU eJIeMEeHATa
ckymna A. Ckyu | J A 3oBemo yrujom cxyta A. Ilpumepa paju, ako je
A={{1,3,5},{7,9},{10}},
ouza je | JA = {1,3,5,7,9,10}. Ako cy X u Y ckynosu, onja hiemo

UMaTHh Ja je

Jix. v} =xuy
Cuyimano Tome, ako je A Hetpasha KOJIEKIUja CKYIIOBa, OHJIA MOYKEMO
J1a popMUPaMO CKYII:

ﬂA:{IL‘|3aCBaKOX€ABa}KI/I£L'€X},

KOjU 30BeMO upecexom ckyua A. Perumo, ako 3a cBako n > 1 y3memo
n1a je X,, 3aTBOPEHU UHTEPBaJI [—%, %] CRu

A - {Xl,XQ,. ..},
ouna je [ A = {0}. Oner hiemo, kao u rope, umaru Ja ako cy X u Y
CKYTIOBH, OHJIa je

(X, Y}=XnY.
Hemro kacuuje hemo BusieTn 11a, ciayxkehu ce mojMom dyHKIHjE, CKY-
oBe MOXKeMO Jia uHjiekcupamo. Otnepartyje ripeceka u yHuje he nam

OUTH 3aHUMJBUBE U Yy CJIYYa]y TAKO WHJIEKCHPAHUX CKYIIOBA.
Pasauxa ckynoBa X u Y je cienehm ckym:

X\Y={z|zeXnux¢Y}

Takobe, ako cy nam gatu ckynoBu X u Y, oHJIa MOXKeMO j1a (hOpPMU-
paMo u 1BUX0B Jlekapitios tpou3sog X X Y oOBako:

XxY=A{(z,y) |lreXnyeY}.
9



EstlemenTu oBor mnociiesmer ckyna cy ypehenu uaposu (x,y) rue je x
eJIEMEHT IIPBOT a Yy ejieMeHT Japyror ckyia. Hama nehe dutu mocedno
Ba’kKHO KAaKO je TavHO OBaj IojaM JedUHHUCAH IIOMONY IMOojMa CKyIia —
TaKBUX JeUHUIMja UMa BUIIE; OHO IITO HAM jecTe BaXKHO je Ja he
Tako jJeduHUCaHN ypeheHn mapoBu OUTH jeJIHAKU aKO M CaMO aKO CY
uMm ofrosapajyhe koopauuare jemanake, 1j. (z1,y1) = (T2,y2) ako u
CaMO aKO Iy = Io U Y1 = Ya.

Jla ducMmo oJrakImaau duTame, y HaCTaBKy NeMO 9ecTo Jia IMHUlle-
MO ,,aKKO~ MECTO ,,aKO M caMO ako’ mjh hemMo 3a TO IPOCTO Ja ce
MTOCTTY2KHUMO CHMOOJIOM <. VI3 mcror passora hemMo HEKHIIYyT, KaKo
CMO paHHuje y TeKCTy Beh uumHmIm, /1a y AeduHuInjaMa muimeMo CaMo
,AKO” MECTO ,,aKO M CaMO aKO HMaKO CTporo roBopehm To Huje cacBuM
KOPEKTHO.

Haepwutmuenu ckyt ckyma X, CKyIl CBHX IOJCKYIIOBA TOT CKYTIa,
osuagasahemo ca P (X). [Ipumernmo camo na je P() nenpazan ckym
— TO je CHHIVITOH 4nju je jeaunu ejemenT (). Axo je X ckyn koju uMa
n ejleMeHaTa, OHJA HHUje TENKO WHJIYKIIMjOM IOKA3aTH Ja he CKyIl
P(X) nmaru 2" esemeHara.

Dynkyujy YUHE JBa CKYyIla 3ajeJHO ca UpasuaoM KOje HaM Ka-
JK€ KaKO CBAaKOM eJIEMEHTY TPBOI CKYyIa IPUINCYjeMO TAadHO je/IaH
eJleMeHT jpyror ckyma. [lojam mpaBmia MoOXKeMO J1a M3pa3uMoO He-
MTO Npenu3nuje Ha ciaejgehm wadwa: dyHkimja f je jemana Tpojka
f=(X,Y,Gy) ckynmosa X,Y u G takBux ga Baxku Gy C X x Y u
3a cBako * € X IOCTOju TadHO jeqHo y € Y takso ma je (z,y) € Gy.
Mecto Taksor jenuucTBeHOr Y tucaliemo f(x) n Kaxkemo J1a je To 6peg-
nocti dpyukimje f 3a apiymenti r. Ckyn X 30BeMo gomernom HyHK-
mgje f, ckyn Y meHuM xogomerom a ckyn Gy ipagom Te dynkimje.
Kama dynemo nucanu f : X — Y, 1o he 3nauntu na je f dbynkiuja
qnju je gomeH ckyn X a kojgomeH ckym Y. To dmramo jomr m kao f
je pynruyuja uz X y Y. Oyaxiumje hemo moHeka | j1a 30BEMO jOIT U
UPECAUKABAIHUMA.

Yamumo ueky dyukimujy f: X — Y. Kaxemo na je f na dyHk-
nuja uin cypjexyuja, ako 3a cBako y € Y mocroju HeKO © € X TaKBO
na Baxku f(x) =y. Permumo,

f:7—17Z, f(z)=2+1
g:N—N| gln)=n-+1

IpBa 0] OBUX (PYHKIIHja jecTe Ha PYHKIINjaA, aJTU JIPYTa TO HUAjE — 3aTO
mro He nocroju n € N takso ja je g(n) = 0.

Ba byukmmjy f: X — Y kaxemo jga je 1-1 win unjexyuja, ako
x1 # mo noBnaun f(x1) # f(x2), 32 cBako x; U Ty u3 ckyna X.

10



IIpumepa pau,
f:N—N, fn)=n+1
g:Z— 17, g(z) = 2*

npBa je dyuknuja 1-1, aaum apyra To HEje — 3aTO IITO UMaMO Ja je
g(1) = 1= g(-1).

3Ba dyuxnujy f kaxemo jia je dujexyuja, ako je y ucto Bpeme 1-1
n Ha Pyukmuja. Hakme, f : X — Y je dujeknuja, ako 3a cBako y € X
nocroju jeauucTBeHo € X Takso na je f(x) = y.

[Tocmatpajmo meky byukmujy f: X — Y mnekacy A C X un
B C Y. Ca f[A] u f7'[B] hemo ma osHauaBamo, peJOM, CAUKY O]
A omnocHO uneepsny cauky on B (y omsocy na dyukuujy f). Te
1mojMoBe JiepUHHUIIIEMO Ha cjiejehn HauuH:

flAl ={f(z) |z € A} CY,

f[B]={z€ X | f(z) e B} C X.
[Ipumernmo na je dyukumja f Ha, ako je f[X] =Y. Pecupuryuja
dyuknuje f va A, kojy hemo ma osnagasamo ca f | A, je nedpunucana
kao f [ A(x) = f(x), 3a cBako x € A.
Ba cBaku ckyn X mocroju ugentmuuka gyuxuyuja 1x : X — X
KOjy JedUHAIIIEMO Kao:

1x(z) =z, 3a cBako x € X.

Komaosuyuja dynwkuuja f : X — Y nug:Y — Z je dyuknuja
go f: X — Z, xoja je nedpuHncana Kao:

(go f)(xz) =g (f(z)), 3a cBaxko x € X.

Ba craky dyukimujy f : X — Y umamo ga Baxu foly = f =
ly o f. Kana je dyukmmja f : X — Y Owujeknumja, oHja mocroju
woj uneepana dbynkmmja f1 Y — X 3a kojy Baxu: fl(y) =
jemmrcTBeno x € X rtakBo ma je f(zr) = y. Y Tom ciydajy hiemo
umat Ja je flof=1xu fo f~l=1y.

Axko cy I n X ckymnoBu, OHJa IIOCTOjU CKyHI CBUX (pyHKIHja f :
I — X xoju hemo ma osmauasamo ca X!. Axo je I = {1,...,n},
onyja hemo Taj ckym ma 3ammcyjemo kao X" mecro X!. Egementn
ckyma X" cy npecimkaBama x : {1,...,n} — X koja hemo dgecro
Jla mouctoBehyjeMo ca n—wopKkama UIN HU306UMAE CA 1 TIAHOBA
(2(1),...,2(n)) n ga mpurom numemo x; mecto x(i), 3a 1 < ¢ < n.
Jlakse, y HacTtaBKy hemo ejemenTe ckymna X" ja 3aMHUILBAMO Kao
n—ropke (Z1,...,T,); ckyn X° uMa jejaH eJeMeHT U TO je Ipa3Ha
Nn—TOPKA.
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[Monackyn ckyma X" hemo 3Batu n—aprom peaayujom ua X . Ilpe-
cimKaBame n3 X" y X 30BeMO n—apHom otuepayujom Ha ckyiy X. 3a
n = 0,1,2 oxroapajyhe pesanuje u omeparuje hemo 3BaTu, pejioM,
HYAAPHUM, YHaphum 1 dunapHum. Ako je R OunapHa pesamnumja, OHIA
je 0duuaj na nuimemo 3 Rz mecro (r1,22) € R Kao u x Rxs MecTO
(Ih .I‘Q) ¢ R.

Ca (z;);c; iemo ja o3HauaBaMO @amuiujy odjekara x; WHIEKCH-
panux ckynoM . /Ipyru nadun ma oBy paMuinjy mpejcTaBuMo jecTte
Kao cjenehu ckyn ypehennx maposa

{(@,z;) | 1 € I}.
Kana je I = N takBe damminje 0dudHO 30BeMO (HeCKOHAUHUM) HU-
306UMa.
Axo HaMm je mara Hempasua dbammianja ckymosa (X;);cs, OHIA MO-

2KeMo J1a (popMupaMo CKyII

ﬂXi:{x|x€Xi3aCBaK0iEI}

iel
KOjU 30BEMO IIPECEKOM OBe (hbaMminje Ul IPOCTO MPECEKOM CKYIIOBa
X;. Hpyrum peunma, nmahemo j1a Baxku:

(Xi=({XilieI},

iel
rJe IpeTocTaB/baMo Ja je ckyn I Hempaszad. CamdaHo TOMe, 3a (da-
Munjy ckymnoBa (X;);e; umamo u cienehn ckym

UXi:{a:|37€Xi3aHeKoi€I}.
iel
Taj ckym 30Bemo yaujoM damusmje (X;)icr, WK MAK YHAJOM CKYTIOBa
X,;. Kao u rope, nmahemo J1a Baxku:
Uxi={xilieT}
iel
Ha xpajy, ckym
HX" = {(%i)ier | z; € X; 3a cBako i € I}.
iel
30BeMO upoussogom bavuiuje (X;)ier.
CBu CKyTIOBHU 0 KOjEMa CMO JI0 Ca/1a TOBOPUJIN KA0 W OHU O KOjUMa
hemo y HACTaBKYy Ji1a TOBOPHUMO Cy TAKBHU JIa IbIXOBO IMOCTOjarbe MOXKe

na ce nokazxke y Ilepmero-®penkesn Teopuju ckymnoBa. 1o je jemana Te-
opuja IPBOT pejia KOja 3aCHUBA YUTAaBY MaTeMaTUKy U Ha KOjy hemo
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na pedepupamo ca ZFC. Cinoso C y ZFC o3HavaBa axcuomy us-
oopa. Kaa y nHacraBky Oyaemo nmucasau camo ZF mnompazymesahemo,
nakjte, reopujy ZFC 6e3 te akcnome. Akcmoma m3dopa Kaxke Ja 3a
npou3BobHY baMuanjy (X;);c; HEMpasHUX CKYIIOBa, MOCTOjU haMu-
mja (x;);e; TakBa ma x; € X;, 3a cBako i € I. [Ipyrum pednma, mpo-
n3BOJ (paMuIMje HENpa3HUX CKyIoBa je HempasaH. /la ducmo Sosbe
pas3yMesn KakKo je OBa aKCHOMa J0OM/Ia MMe IPUMETHMO CaMo Ja, Ha
OCHOBY OHOTra IIITO CMO paHHuje PeKJId, IPOU3BOJ, (paMUInje CKYIOBa
(X,)ier HUje HUIITA JAPYTrO HErO ciepehu CKyI:

{ft[—)UXi|f(7:)EXiSaCBaKO7;€]}. (%)
iel

Hpyrum peanma, 1o je ckyn csux dynxuuja f u3 Iy | J,.; X;, raxksux
na 3a cBako ¢ € I mmamo ja Baxu f(i) € X;. OBakse ce byHKIHN-
je 30By ¢hynkuuje u3bopa jep MOXKEMO Jia WX Pa3yMeMO TaKO Kao Jia
MCTOBPEMEHO ,0upajy’ MO jeJlaH eJeMEeHT U3 CBAKOI O] YjIaHoBa (da-
musrje (X;)ie;. Axcroma n3dopa OHa TBPIU J1a 3a CBaKy (paMuiinjy
HenpasHuX cKynoBa (X;);c; mocToju dpyHKIMja m3d00pa, Tj. J1a je CKyII

HeIIpa3aH.

Penanuje ekBuBasieHiuje. 3a OMHAPHY peJalijy = Ha CKYILY
X KaxKeMo J1a je peaauuja exeusanscHuuje, ako BaxKu ciejgehe:

(1) x =z, 3a cBako = € X (pediIeKCHBHOCT);

(2) ako x =y, oHJla y = T, 3a CBAKO ¥,y € X (CUMETPUYHOCT);

(3)ako * = y mu y = z, oHJa * = z, 3a CBAKO =,Y,z € X
(TPaH3UTUBHOCT).

[Ipumepa pasau, ako je X cKyIl CBUX TPOYIJIOBA Y paBHU, OHJIA je
MIOTYZIAPHOCT peJialiija eKBUBAJIEHIje Ha TOM cKymy. VcTo Baxku n
3a peJlaliijy CJIUYHOCTH TPOyrJioBa. Kao jomn jeman mpumep, mocMa-
TpajMo ckyn X 4YHUju Cy eJIeMeHTH CKYIOBU U OWHApHY pesarujy R
na X TakBy Ja Baxku: xRy akko rocroju dujeknuja x — Y. 3a CBaKu
ckyn x € X nmamo ujaeHTudky pyHknujy 1, Koja je dujekiuja, na je
penamuja R peduiekcusna. Ako je f : x — y Oujekmuja, oHIa je TO
u byaxmuja f~!:y — z, ma je penanuja R cumerpmuna. Ha xpajy,
KOMITIO3UIIMja OWjeKIirja 3a pe3y/aTaT Jiaje Omjekiujy, na he pearu-
ja R Outm TpaH3WTHBHA U TUME jeJIHA pejiallija eKBUBAJEHIIHje Ha
ckyny X.

Heka je = penamnuja ekBuBaJieHIije Ha CKyIy X U & €JIeMeHT TOT
ckyma. Kaaca exsusasernyuje on x Kojy fiemo ma o3HadaBamo ca [x]—
je mojickyn ckyna X koju jecdunuiiemo Ha ciejgehn nadqum:

[Zl=={ye X |z =y}.
13



Ba z,y € X umamo ga z € [r]z, Kao u Ja je [z]= = [y|=, ako u
camo ako Baxu = = y. Ca apyre crpane, [x] N [y] = 0 ako u camo
ako Baxku x Z y. Koauunuwku ckyta og X (y ogHOCy Ha penanujy =)
JeduHUIIIEMO Ha cjejehn HavduH:

X/==A{lz]= |z € X}.

Kommannakn ckyn X/ = je tap@uyuja ckyma X — KOJEKIHja JTIc-
JYHKTHUX HENPa3HUX IOJICKYIIOBa o X 4unja je yHHja ckyn X. Baxn
U OOPHYTO, CBaKOj MapTUIjU cCKyna X OJiroBapa jeJWHCTBEHA pesia-
Ija eKBUBAJIEHIINje Ha TOM CKYIIY.

Kao mirycrpamnujy nojMoBa Koje MO yIIpaBO YBeJIH, Y3MUMO J1a je
X CKyl CBUX IIPaBHUX y yoOMUajeHOj eyKJmICKo] paBuu. Heka je || Ou-
HApHA peJIallija Ha TOM CKYIly TakBa Jia BaXKW & || y ako u camo ako
Cy mpaBe T U Yy IapaJjejiHe Win ce IoKJamnajy. JacHo je mga je || jemana
pesanyja eKBUBaJIEHIIAje. 3a CBaKy IpaBy & € X, KJlaca €KBUBaJICH-
nuje [x]| caxpKu, 1mopes x, cBe IpaBe Koje cy joj mapasesne. Cse
OHE CKyTIa, JieJie 3ajelHIIKN ,npasall . Tako ducmo 3a maprurmjy X/
MOIJIN JIa KarkKeMo JIa HaM Jaje CKyN CBUX MOTYNHUX mpaBalia IpaBUX
y DPaBHU.

VYpebewa. Heka je X ckyn m < Oumnapna penanuja Ha X. Ka-
xkeMo 1a je (X, <) aapyujasno ypehere ako Baxku ciejehe:
(1) x £ x, 3a cBako = € X (upedIeKCHBHOCT);
(2) ako * < y my < z, ouga x < z, 3a CBaKO x,y,z € X
(TPAH3UTUBHOCT).

[Maprujanuo ypehemwe (X, <) je aureapro win WolwaAHO, KO BaKU
jomr u:

(3) r<ywmaz=ywmwmy <z, 3acBako &,y € X (ToTasHOCT).
Ba ypebema (X, <) KaxkeMo U Ja Cy CWpola MAPIHjaTHA WU JIMHE-
apua ypebema. [Ipumernmo camo 1a cy TakBa ypehema HYKHO acu-
MeWPUYHa, Tj. 3a cBako x,y € X umamo ja je © £ y win y £ . To
je jJeTHOCTaBHO Jla ce BUIU jep aKo 3a Heke T,y € X mMaMo j1a BayKu
r < yuny< T, OHJAa Ha OCHOBY TPAH3UTHUBHOCTHU CJIeJU Na je & < T,
IIITO TPOTUBPEYIN UPEDIEKCUBHOCTH.

Axo Ham je jaro crporo naprmjainso ypeheme (X, <) moxkemo ja
necduruemo oarosapajyhe ypebeme (X, <) — koje HEje cTPOro — Tako
mro hemo y3eru na je x < y ckpahenuna 3a x < y wim r = y. Morim
CMO, HApPaBHO, Jla YPaJMMO U OOPHYTO: Jia MaplujaaHo ypeheme me-
dunmmemo y onnocy Ha penanujy < (koja o y TOM ciaydajy Tpedasio
na Oyjie pedieKCUBHA, AaHTUCHMETPUYHA ¥ TPAH3UTHBHA), 1A Ja OHJIA
x < y y3meMo Kao ckpalienuity 3a ¢ < y u x # y (na je penanuja <
Ha cKyny X aHTHUCHMETPHUYHA 3HAUM J1a 38 CBAKO X,y € X BayKH: aKo
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r<ywuy<z ougax =y; . [Ipumep 4.1). Ipyrum pednma, ako je
penanuja (X, .S) crporo mapuujaino ypehemwe u

R=SU{(z,x) |z e X},

ouja je (X, R) mapuujanno ypeheme. Ca npyre crpane, ako je (X, R)
napijaaso ypehemwe u

S =R\{(z,2) [z € X},

ouga je (X,S) crporo mapuujasno ypeheme.
[Tpumepa paau, ako je X = {x,y,2} u

R:{($7x)7($7y)7($72)7(y7y)7(zaz)} (*1)

ouza je (X, R) maprujanuao ypebheme. Takobe, mocmarpajmo ckym
N* = N\ {0} u dunapny penanujy <, na N* nedunucany ua ciemnelin
Ha4UH, 33 CBaKo n,m € NT:

n<gmen|m (x2)

rae n | m 3Haum jga n jgeau m, 1j. nocroju k € NT takso na je
n -k =m. Tana je (NT, <) oner jeano napuumjanto ypeherme.

Yamumo cazia ga je Y = {2,4,7} C NT u neka je <y pectupuruyuja
penanuje <; Ha ckyn Y, 1j. <y =<, NY x Y (penammjy <, raja
30BeMO Tpowupervem pejanuje <y ). Onga iemo umaru ja je

Sy= {(27 2)7 (27 4)? (4a 4)7 (7> 7)}7

na je u (Y, <y) jemno napmmjasuo ypebeme. To he ma Baxkwu u y
ommmreM ciay4ajy: ako je (X, <) maprujanao ypehemwe, Y C X u <y
pecrpukiyja pejanuje < Ha ckym Y, ouja je u (Y, <y ) takohe mapuu-
jamHo ypeheme. Axko je (Y, <y ) noBpx Tora u uHeapHo ypebherme, oH1a
3a Y kaxemo Ja je aanay y (X, <). Kaga je o cimaanm corydajeBuma
ped, 0be penanuje < u <y hemo Hajdernthe jga 03HAYABAMO CUMOOJIOM
<, Jma ducMo mojegHOCTaBUIM HOTaIujy. I3 Kontekcra he mehyrum
OUTH jacHO Ha KOjy pesalinjy TOM MPUJIUKOM TAIHO MHUCJIUMO.

Jla ducmo Masio H0Jbe MIIYCTPOBAJIM IPUMED TIPOITUPEHa HEKE Pe-
nanuje mocmarpajmo ciaegehn npumep. Heka je (X, <,) maprujasisHo
ypebeme, rae je X = {a,b,c,d,e} n

<p={(a,b),(c,b),(d,a), (d,b), (d, c), (d,e), (e,b)}.
Onza MOXKeMO Ja HPONIMPUMO pesanujy <, 0 pejarmje <; Kojy
JecbmHAIIIEMO Ka0 TPAH3UTUBHO 3aTBOpEHE (TO je HajMarba TPaH3U-
THUBHA peJiallija Koja IUPH JATy Pesarujy) o
d<je<;c<ya<;b.
Pesysnrar Tor nponmpersa hie duru uneapuo ypeheme (X, <;). Cako
KOHAYHO IapIujajHo ypeheme MoxKe Jia ce MPOIIUPU JI0 JIMHEApPHOT
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ypehema. a oBo TBpheme BaxkKu n y CiIydajy OeCKOHAYHUX ITapIi-
jasrHuUX ypehema Bujehemo HemmTo KacHUje Kajia OyJIeMO TOBOPHUJIA O
rmocJjeauiaMa Teope./vte KOMUAKWHOCULU HCKa3He JIOT'UKe.

Ha kpajy, Baxkan npuMep mapnujaanux ypehema o kojuma hemo
MaJIo BHUIIE Jla KakKeMo KacHHuje jecte u cjefehm. AKo mocMmarpamo
OpOoM3BOJ/baH CKylnl X ¥ HeroB naprutusau ckym (X ), oHma Ha ere-
menTuma o1 P(X) moxkemo ma neduHUIIEMO:

A<B<& ACB.

Ca oako medunncanom penarujom < nmamo aa je (P(X), <) jeano
naprujaaHo ypeheme (Koje Huje JmHEApHO ako cKyn X mMa BHIIE OJf
jeJtHOr eeMenTa).

Axo je (X, <) mapuujanso uiau suHeapHo ypebeme, onma hemo y
HACTaBKYy YeCTO U caMy peJalyjy < Tako Ja 30BEMO; U3 KOHTeKCTa he
yBeK Jia OyJie jacHO Ha KOjU CKYIl HOCA4 IIPUTOM MHCJIUMO.

[Tocmarpajmo caga jeano naprmjainHo ypebeme (X, <) u neka je
r € X. 3a r KaxkeMo JIa je MUHUMGAAGH €TEMEHT TOr IIapIijaTHOr
ypebema ako 3a cBako y € X Baxwn: ako je y < x, OHJIA je Yy =
x. AHasorHO TOME, 33 T KayKeMo Jia je MaKCUMAAAH eJIeMEHT TOr
mapiujaanor ypehema ako 3a cBako y € X BaxKu: ako je r < ¥y, OHJa
je y = x. 3a r KayxKeMo J1a je HajMarbu eTEMEeHT W MUHUMYM HAIIEr
nmapIjajgHor ypebema, ako 3a cBako y € X mMaMo Ja Baxu r < .
CamvaHo TOMe, KaXKeMo J1a je © Hajéehu eJeMeHT W MAKCUMYM, AKO
3a cBako y € X Baxn y < 7.

[Ipumepa pamu, y naprujasaom ypehemy 0JIO3r0, Yy U Z Cy
MakcuMaJHu ay He u HajBehu enementu. Ca Jpyre crpane, T je Mu-
HUMaJIaH W HajMaibU eJIeMEeHT TOrI HapljaJiHoT ypebhema. JacHo je
Ja aKo je T HajMalu, OJJTHOCHO HajBehn ejleMeHT HEKOI' ITapIiijaHor
ypebema, oH/a je OH U MUHHMAJAH, OJTHOCHO MAKCHMAJAaH €JIeMEeHT
tor ypebhema. Takobhe, ako HajMamu min HajBehn eJleMeHTH IIOCTOje,
onja cy oun jegmactBenu. Ca Jpyre crpane, maprujagno ypeherme
MOXKe JIa UMa BUIle MUHUMAJTHUX UM MaKCUMAJHUX eJeMeHaTa, Kao
y TPETXOJIHOM IPUMEPY, a TAKBUX eJeMeHaTa MOYKe W Jia YOIIIITe
He Oyme. Penumo, y mapnujamnom ypehemy rope, 1 je mHajma-
bW eJIEMEHT, JIOK MaKCHUMAJHUX ejleMeHaTa HeMa. AKO cajla y3MeMO
pecrpuknujy Te penamnuje Ha ckyn NT\ {1}, onzna y oBom napuujas-
HOM ypelje}by nMa 6eCKOHaqHO MHOI'O MUHUMQJJIHUX €JIEM€HaTa WU TO
cy mpoctu dpojeBu. Ako y HekoM napnujaaHom ypebemy (X, <) uma
BUIIIe MUHUMAJIHUX, OJJHOCHO MAKCHMAJIHUX eJIeMeHaTa, OHJa Cy OHU
Hneytopegusu. To 3uaum ma hemo 3a TakBe T M Yy UMATH Jla HUTH Ba-
ki ¢ < y HATH Ak y < x. Y JIMHEapHUM ypehemnuMa cy, Ha OCHOBY
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TOTAJTHOCTU, CBU €JIEMEHTH yIOPEINBH I1a Ne MUHUMAJHHA €JIeMEHTH
OUTH HajMalbU & MaKCUMaJHu HajBehw.

Axo cy (X,<x) u (Y,<y) mBa mapumjansa ypebema, oHma 3a
dbyukujy f : X — Y kaxkemo 1a je usomoppusam axo je f dujexiuja
1 33 CBaKO T, Ty € X UMaMO Ja BaxKu

1 <x Ty & f(x1) <y f(x2).

VY Tom ciyuajy Kaxkemo jom jia cy ypehema (X, <y) u (Y, <y) uso-
MOpPpHa.

Perniumo, nako je Bunern na je dyukuuja f : Z — 7 nedunucana
kao f(z) = —z dujeknmja. Takohe je jemHocraBHO BUmETH Ja je OBa
dujexnuja nzomopdusam juneapuux ypebemwa (Z, <) u (Z,>), rae cy
< m > yobuuajena ypebema Ha cKymy nemnx opojeBa. Kao miycrpa-
Mjy mpuMepa KOju CMO [T/ HEITO paHuje, TPUMETHMO CaMO jOIIT
na ako je (X, <) maprmjanno ypebeme, oHma je oHO m3oMopdHO ca
(Z,C), tae je Z Heka KOJIEKIHja CKyIoBa U C peJiallija MOJICKyIa Ha
Z. lla ducmo TO Bue I, y3MUMO JIa je

Z={{yly<a}|[zeX}

Opxrosapajyhu uzomopdusam f : X — Z je cajia cacBUM jeTHOCTABHO
JedUHUCATH.

Ba pemammjy R € X x X Kaxemo sa je godpo 3acH06aHG AKO
3a cBakm HenpazaH moickyn Y C X mocroju z € Y TakBO ma je
yRz 3a ceako y € Y \ {z}. 3a penanujy xaxemo Jaa je ciipoio godpo
3acH06aMa aKO je mpediieKcuBHA U JI00po 3acHoBaHa. Ako je < map-
nujanano ypeheme Ha X, OHJIa je OHO J0OPO 3aCHOBAHO aKO 3a CBaKU
Hernpazan mojickyn Y C X naprumjanHo ypebheme (Y, <) mma MuHIMA-
JIaH eJleMeHT. Y ciiydajy JauHeapHux ypehema hemo mmaTn, Kako Mo
Beh HamomeHysmn, Ja cy OHa JI00PO 3aCHOBAHA aKO CBAKHU HEIPa3aH
MIOJICKYT TaKBOr ypehema mMma HajMamu eqeMeHT. TakBa JinHeapHa
ypebema 30BeMo godopum ypehervuma. [Ipumepa pajsin, yodudajene pe-
namnuje < u < cy moopa ypebemwa na ckymy N. Ca npyre crpane, nako
(Z, <), tie je < yobuuajeno ypebeme Ha Z jecre smHeapHo ypebeme,
OHO HHje JI00po ypehembe.

BeposaTtHo majmosnatuje TBpheme Koje ce TUUe IMojMa J00pOT
ypebema je Ilepmenosa Weopema: CBAaKA CKYIl MOXKe JOOPO Jia ce ype-
qu. Hemro nperu3nuje roopehu, 3a cBaku ckyn X mocroju dSmHapHa
penamja < Ha X, takBa na je (X, <) modpo ypebeme. Baxmno je
3uatu Ja je Ilepmenosa weopema y Teopuju ZF ekBuBaJIeHTHA aKCH-
omu uzdopa. Ha Ty akcrnomy hemo decto ja ce ocjiamamo y ciejgehem
0JIeJbKY, ajii TO HeheMo 1mocedHO Ja HazHavaBaMo. VI3 Kibura Koje cMo
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paHmje HaBeJIM YuTaJlall MOXKe Jla Ca3Ha KOjU Pe3yJITaTh He MOry Jia
ce JIOKaXKy 0e3 OBe aKCMoMe WJIM HEKOT H0j €eKBUBAJIEHTHOT TBphermba.

KapamaanaocT. 3a ckyn X KaxKeMo /13 je KOHaA4aH, aKO ITOCTOjU
npupogan o6poj n u dujeknuja f : X — {1,...,n}. Ba n = 0 hiemo
umaru jga je {1,...,n} = (). Taj jequucTBeHn TPUPOJAH OPOj N HAM
TOBOPHU KOJIMKO CKym X HMMa ejJleMeHATa M MU NeMO ra 3BaThU Kapgu-
naarowhy Tor ckymna. KapmunaiaocT ckyna X hemo o3HadaBaTu ca
| X|. Ba HeKHn cKyn KakeMo Jia je beckonauan, ako HUje KOHAYAH.

Jakme, KapAUHATHOCT HEKOI' KOHAYHOI CKyIa X je jeIMHCTBEHU
npupojian opoj n Takap ja mnocroju oujeknmja X — {1,...,n} wm,
eKBUBaJIEHTHO TOMe, oujekija X — {0,...,n — 1}. V reopuju cKy-
II0Ba je 0dm4aj Jia MpupoHe Opojese monctoBehyjeMo ca CKyIoM CBUX
IbUXOBUX IPETXOJHUKA. Y TOM KOHTEKCTY, IPUPOJAH OpOj M HCTO je

mro u ckyn {0,...,n — 1}. Umamo, nakie ma je:
0=10,
1 =A{0},
2=1{0,1}, wurx.

Y ommmreM cirydajy uMaMo Ja je:
n+1=nU{n}.

Hakje, y Teopuju CKyIoBa HU3J/IBajaMO HEKe IOceDHEe CKYIIOBE KO-
j€ 30BeMO KapguHasuMa, KaPJUHAAHUM OPOJESUMA NN KapIMHAJTHO-
CcTHMa, KaKO ¢MO MM TO rope umamIn. CBakW HIpUPOJaH Opoj n =
{0,...,n—1} je kapauHaJ, ajiu je TO Takohe U CKyI IPUPOJIHUX OPO-
jea N. Kajia »xejimMo j1a Taj CKyII TOCMaTpPaMo Kao KapInHaJ, OOUIHO
Ha hera pedepupamo kao Ha Ng. BaxkHo je 3HATH /18 38 CBAKU CKYII
X, b0 oH KOHAYAH WU OECKOHAYAH, IIOCTOJU jeMHCTBEHU Kap/IMHAJ
k TakaB Ja nocroju oujeknuja X — k. Kao m y ciydajy KoHAIHUX
CKYyIIOBa, OBO K 30BE€MO KapjamHajHomhy ckyna X u 03HavdaBaMoO ra

ca |X|. Jakie, mmamo 1a BaxKu |k| = K 1 3a pou3BosbHE CKynoBe X
nY:

| X | =1Y| < mnocroju dujeknuja X — Y.

3Ba ckyn X KaxKeMo Ja je upedpojuso deckona4ar, aKo IMOCTOjU OUjeK-
mrja X — N. Ckyn X je apedpojus, ako je KOHaYaH WA IPEOPOJUBO
Oeckonadan. CKymloBe KOju HUCY TPEOPOJUBU 30BEMO HEUPEOPOJUBUM.
IIpumep TakBor ckyma je ckyn peasamnx opojeBa R. Jla je ckym X
npedpojuBo HeCKOHAYAH je eKBUBAJIEHTHO ca | X | = Ng.

[Ipupomau dpojeBu cy konauru Kapauaaau. CBU Apyru Kap/uHa-
JI Ccy OeCKOHAUHU.
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Ba kapauHaiae £ 1 A hemo mucatu k£ < A aKO IOCTOjU MHjEKIIN]a
k — A. Takobe, nucahemo kK < A ako je Kk < A u Kk # A. Axo
Cy K = m W A = n KOHAYHH, OHJIA C€ TO CJIAyKe Ca yOOM4ajeHUuM
3HAYEHEM O M < 7, & TO je y OBOM KOHTEKCTY €KBUBAJIEHTHO Ca
m C n. To mehyTum He Bazku camo 3a KOHadHe KapauHaje. AKO cy K
U A TIPOM3BOJbHU KapAUHAJIN, OHJIa UMAMO JIa je

K< A&k CA

AKO cy K,\ W p KapawHaJM, OHJA Ha OCHOBY MPETXOJHO pPedeHor
nMaMo Ja je kK < K Kao U Ja Kk < A m A < pu 3ajelHO TOBJave
k < p. a je oBa penanuja aHTUCUMETPUYHA, Tj. Ja k < A u A < K
3aje/IHO MOBJIade K = A je HEIITO TexKe Ja Ce IPOBEPHU U TO je CalIprKaj
Kanttiop-Beprwinajrose weopeme. Ocum Tora, Takohe BaxKu U 1a je
k< Aumm A < K IIa je oBa pejalyja JUHEAPHO ypehemwe Ha Kaacu
CBUX Kap/IMHAJa — KapJAuHaJId YUHE TaKO3BaHYy UPGBY KAGCY; UM UX
CyBHUIIE J1a 6I/I MOTJIX YUHUTU CKYII.

8a cBakm OeCKOHAYaH KapAWHAJ Kk NeMO MMATH J1a BaxKu N <
Ny < K, ma je 3Haum Ny HajMamu OecKoHadaH KapauHaa. Ocum Tora,
3a CBaAKMU Kap/MHAJ IIOCTOjU KapJMHAJ KOjU je OJ ihera Behum u yBek
IIOCTOjU HajMamu TakaB. Tako hemo, mpuMepa paju, UMaTH J1a BaxKu

Nog < Nj < RNg <ove <Ny <

Orepariuje cabuparba 1 MHOXKEIHa Kap/INHAJIA YOIIIIITABA]y yOOndajeHe
orepaliuje cabuparma U MHOXKEIHha IIPUPOJIHUX OPOjeBa Ha OECKOHAYHE
ckymnoBe. Ako cy X u Y JUCjyHKTHU CKYIIOBU TaKBH Jla BaxKu | X | = K
u |Y| = A, onga numamo na je

K+A=|XUY], k- A=|X xY]|.

Obe oBe omeparmje cy aconujaruBue u KomyrtarusHe. OHe cy y nsBe-
CHOM CMUCJTy TPUBHjaJIHE KaJa je PeY O OECKOHATHUM KapIUHAIIMA.
Hamwve, ako je makap jejgan o KapjuHasa K, A OeCKOHAYaH, OHJIA je
Kk + A = max(k,A). Takobhe, ako je Makap jemaH oj KapauHAIA K, A
beckonavaHn a Jpyru pasaumant of 0, oHJa je oner K - A = max(k, \).

YHuja npedpojuBO MHOTO MPEedPOjUBUX CKYIIOBA UUHU MIPEOPOjUB
ckym. OBo je camo mocedan ciy4aj, 3a k = N, caeaeher ommrujer
pesyJirara;

TEOPEMA. Hexa je Kk beckonauwan xapgunanr u (X;)ier Pamuruja
ckytosa wakeux ga sadtcu |I| < k u |X;| < Kk, 3a ceaxo i € I. Onga

Je |Uie] XZ| < K.
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Nneja nokasza jecte ja MOKarXKEMO J1a ITIOCTOjU MHjEKITH]a,

UXi—fo K,
iel

73 Yera OHJIa MOYKe JIa Ce 3aKJbydH Jia je

UXl S/i'li.
el

Pesynrar

UXz Sl‘i

he onya na ciein Ha ocHOBY Xecenbeplose Weopeme Koja KazKe Jia 3a
CcBaKM DECKOHAYAH KapJUHAJ Kk UMAMO Jla BaXKU K - K = K.

Axko je X ckym, ca X* hiemo ja o3HA9aBaAMO CKYIl CBUX N—TOPKHU
ejlemenara ckyna X. pyrum peuamma:

X =Jx"
n>0
Hemro kacuuje, kaja OyjieMo roBOpwin O 1OjMy je3WKa, Taj he Ham
CKYII OUTH TTOCEOHO BarkaH. 3a CaJa, YKeJMMO caMo j1a (hOPMYJIAIIIEMO
caenehy mocseauIly IpeTxojHe TeopeMe Koja he HaM KOPHUCTHUTHU Y
HACTABKY:

ITocnEauA. Hexa je k beckonavar kapguranr u X cxyld WaKae
ga saoicu | X| < k. Onga je | X*| < k.

JTokA3. Ilpumerumo npeo ga je |[X° = 1 < k u ga je ocum
tora |X'| = |X| < k. Ako mpermocrasumo na je |X"| < k, onga
MOXKEMO [1a ce TocaykuMo omjexmmjom X" — X" x X ga Gucmo
Mori Ja 3aksbydnmo ja je | X" = | X" x X| < k- k = k. Jakie,
WHJIYKIIHjOM CMO ITOKa3aJi Ja 3a cBako n Baxu Ja je | X" < k. Ha
OCHOBY TIPETXOJIHE TeopeMe OHJla ciean Ja je | X*| < k. -

Jesuru. Jesan of ri1aBHEX IIOjMOBA KojuMa hemo Jia ce DaBuMoO y
0BOj KIBbU3H je mojaM je3uka. IIpupomam Kao m BeITauKkn je3ulu Koju
he ma Hac oBze 3aHHUMA]y UMajy CBOj aagabetli M pedn TUX je3UKa
rpajuMoO TakKo IITO 3aIUCyjeMO HU30Be cjIoBa u3 ajadadera. Andader
he 3a mac durtu ckyt, Koju hemo Hajuemnthe ja o3HagaBamo ca d. Peun
Haler jesnka he onjia OuTu n—rTopke ejgeMeHaTa o A.

Yamumo caza ga je 9 ckyn u ga je, Kao u rope, 9’ CKyI cBHUX
n—ropku (ai,...,a,) exemenara o . Takse enemente hemo 3BarTu
CAOBUMG WA cumboruma, TOK heMo egeMmenTe ckyra A" 1a 30BeMO
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pevuma nan udpasuma andadera A gyorcune n. Ilomro y oBom KOH-
TEKCTy HaIlle N—TOpPKe 3aMHUIL/BaMO Kao pedr, mucalieMo mx mIpocTo
Kao aj . . .a,, 0e3 3arpaja u 3anera. Yszumahemo na je d° = {e}, rae
je € mpa3Ha ped y KO0joj HeMa CJIOBA.

Cama moxkeMo ma geduHuIeMo ciejgehe ckymose:

at =Jar  ar=Jd"=dru{e}.
n>1 n>0
[Ipumepa pasu, axo je o = {a, b}, onma je
d* ={e,a,b,aa,ab,bb,aaa,...}.

Akocya =ay...a, u = by...b, enementu ckyna *, ouga hemo ca
a8 1a 03HAYABAMO PET A . . . Apby . . . by, KOjy 30BEMO KOHKATWLEHAUUJOM
peun o u 3. Ha mpumep, ako je o = aba u § = bab, ouma je muxoBa
kouKareHannja af = ababab. Koukarenamuja peun je duHapHa ore-
paruja Ha ckymy ¥, Koja je aconujarusHa, Tj. aS7y) = (af)7y; mopen
TOra BaXkW JOII U Q€ = EQ = (v, 3a MMPOU3BOJbHE pedun «, 3,7 € dA*.
Takobe, 3a OBy olepariujy BaxKu CBOjCTBO KaHIIEJIAIHje C JIeBa Kao U
3JIeCHA, Tj. 3a IPOU3BOJbHE pedn «, 3,7 € A* ako je aff = a7y, oHza
je B =~ m ako je fa = ya, orza je f = . 3ajelHO ca OlepaIjom
KOHKaTeHanuje ckyll A1 4uuHu cemMurpyiy - To je caobogha cemuipyia
Ha ajpadery o, 1ok A* mMa CTPYKTYpPy MOHOHJA - U TO je cA0009am
Mmonoug Ha A.

Axo je o peu Ha andadery o, onma hemo mweny gyorcuny (5poj
cuMbOJIA KOje Ta ped CaJIp:Ku) Jia O3HAUYaBaMo ca || — u3 KonTekcra hie
OUTH jacHO Ja JIU TOBOPUMO O JIy>KWHU HEeKe PeYHd WM KapIMHAJTHOCTA
Hekor ckyma. Ilogpew om « je pea [ € o*, TakBa Jia mOCTOje pevn
v,0 € d* 3a Koje Baxku a = yf36. Ako je o = [y, OHIIA KaxKeMO Jia je
B uHuyujaary a Y Kpajrot cetmMentl o, . 3a WHUINjAJIHA CerMeHT [3
O/ (v KaXKeMO J1a je Heupa3ahr ako je 3 # €; Takohe 3a [§ KakeMmo ja
je Upasu WHUIHjaJIHA CEIMEHT Of (v aKo je v # £. CaIuvHO BaXKu U 3a
Kpajibe CerMeHTe pedn «.

Jesux £ Ha andadery A je mpou3Bo/baH, KOHAYAH WU OECKOHAYAH
nogckyt ojx d*. Ilpumerumo camo, momTo he HaM TO OMTH BayKHO
KacHHje, Jga ako je ajndader o KapAUHAIHOCTH K, TJI€ je K ITPOU3BOJbAH
OeCKOHAYHM Kap/uHaJ, OHJa je KapauHajaHocT ojx dA* rakohe k. To
cienu Ha ocHoBy [locsienuiie u3 nmperxosuor oje/bka. [locedHo, ako je
gl mpedpojuBo deckonavan, a TakBu he dutnu anadadern jesnka KojuMa
hemo y 0BOj Kmbusm Jia ce DaBUMO, OHJ@ he W CKyHI CBUX peYd Ha
TakBOM aJjipadeTy Jia Oyje UCTO TaKaB.

psera. Jom jenan nmojam kojum hemo y HacTaBKY Ha HEKOJUKO
MecTa Jla ce IOCIy2KUMO jecTe 1ojaM japBeta. Taj mojam Moxke na ce
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00 01 10 11

Cuuka 1. Hpso ({0,1}*, <)

nedunue Ha pasauunte Hadyube. ledunuruja kojy hemo mu oBie
Jla 1aMo HUje HU jeaumua HuTu HajormmTuja. Oua he mpocto ma Oy-
Jie HajIoJIeCHUja 3a OHO IITO heMo KacHHUje O JIPBETUMa UMAaTU JIa
KazKeMo.

[Maprmjanno ypehemwe (T, <) je gpso, ako Baxku cieselie:

(1) mocroju jenuHCTBEH HajMamwu ejeMeHT ty € T, KOju 30BEMO
Kopen;
(2) 3a cBako t € T, ckym

Pr(t)={seT|s=<t}
je KoHavaH U JuHeapHO ypeheH pesianujom <.

Enemenre ckyna T 30Bemo wsoposuma npsera (T,<). Ipso je
KOHQYHO aKO je CKYI eroBHX YBOpoBa KoHadaH. VHade, 3a JIpBO
KakeMo J1a je 0ecKoHawHO.

[Ipumepa paju, mocMarpajmMo cKyt cBux peun Ha ajdadery {0, 1}.
Taxse peun, enementn ckymna {0, 1}*, 30By ce KOHAUHU HUHAPHU HU-
3o06u. Ha ckymy {0, 1}* moxemo ma JeduHUIIEMO peaIijy < OBaKoO:
3a s,t € {0,1}* yammmo Jia Baxku s < t aKoO M caMoO aKo je s Ipa-
BU MHUIMjaJHU cerMeHT oj t. /la ducmo ce yBepuiu ja cy y OBOM
ciydajy 3anoBosbern yciaosu (1) u (2) u3 medunuimje apBera rope,
MIPUMETUMO JIa je TIpa3aH HU3 £ NpPaBU WHUIUjAJTHH CETMEHT CBaKOT
apyror Huza u3 {0, 1}* Kao u jJa cy npaBu WHUIMjaJHU CETMEHTU He-
KOI' HU3a JUHeapHO ypehenm penamnujom < 0/103ro. AKO Ha IpuMep
yameMmo HU3 s = 001101, onyma numamo j1a je

€ <0<00<001<0011 < 00110 < s.

Hpso ({0, 1}*, <) koje cMo ypaBo onucaJiu 30Be ce TOWUYHO HUHAPHO
gpeo. Ileo Tor apsera MoxKeMoO ja npejacrasuMo kao Ha Comn [1]
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Ako duCMO ce OCJIOHWIN Ha MPETXOJIHU TPUMED, MOTJIU OUCMO
rojam JipBeTa Jia JgeduHuieMo nu opako. IIpBo, ako je s HU3 JIyKUHE
m (He HyKHO OMHApHHU) W MMaMO na je n < m, oHxa hemo ca s [ n
Jla O3HAYABAMO WHUIMjAJTHU CEIMEHT OJ1 § jryxKuHe n. [Ipumepa pasn,
3a s = 001101 kao y mpumepy rope, umamo Jia je s [ 3 = 001. Y Tom
ciy4dajy moxkemo pehu na je T' apBo, ako je T' CKyn HU30Ba TaKaB Ja
3a cBako § € T' jy:KuHe n u cBako [ < n, umaMo ja Baxku s [ [ € T.

Axko je s € T', onyia Taj Hu3 ojipehyje jeaH KOHAYAH IIyT O] KOPEHA
— y KOMe ce HaJjas3u Npa3aH Hu3 € jyxkuHe 0 — 70 9BOpa y JPBETY
KOju TOM Hu3y ojrosapa. /IBa uBopa s u t y ApBeTy Cy HEIOCPEITHO
IIOBE3aHa aKO MOXKEMO JIa JIOOMjeMO jeJIaH HU3 U3 JIPYTOr TaKO IITO
hemo My omaT nocsenmu diaH, Tj. ako je s [ (n— 1) = t, kazga je s
JIy2KW OJT IBa HU3a W JIy’KWHE N. Bayku HapaBHO OOPHYTO Yy CIydYajy
Ja je t Jay»ku oI oBa JBa Hu3a. KBO joIr jeJlHOr mpuUMepa, Yy OBOM
CJIydajy KOHAYHOT JIpBeTa:

200 201 202

00

3

Cirenehux HEKOJIMKO TI0jMOBA BE3aHUX 3a I0jaM JpBeTa he HaM KOpU-
crutn y HactaBky. Heka je (T, <) jemno npso. 3a cBako t € T', sucuny
og t nedpunUIIIEMO KaO0:

ho(t) = [Pro(t)] .
3a cBako n 2 0, n—uwu Huso og T je ,ZLGCI)I/IHI/ICaH Kao:

Ha xpajy, 3a cBako t € T, ckya netGocpegHux caegberukra on t je
neduHICAH KAo:

t={seT|t=<swuhp(s)=hp(t)+1}.

3a apBo T KaxKeMo ja je KoHauwho IpaHajyhe akKo W caMO aKO CBAKO
t € T uma HajBUIE KOHAYHO MHOT'O HEIIOCPETHUX CJiejl0eHuKa. I pana
By T je makcumaJsial, muHeapHo ypehenn mojackym ox T (MakcuMaian
y CMHUCILY Jla HEe MOXKe Jiajbe Ja ce mmpu y T).

[Tocyxuhemo ce mpuMepoM 010310 J1a OUCMO HEKE O] OBUX I10jMO-
Ba miaycrposasu. [Tocmarpajmo Heko npecsmkasame [ : N — {0,1}.
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Hbera moxkemo j1a moucToBeTHUMO ca HeCKOHAYHUM OUHAPHUM HU3OM
— Taj HU3 UMa OHOJIMKO YIAHOBA KOJIMKO MMa IPUPOIHUX OPOjeBa.
Hexka je ({0,1}*, <) mormyno duHapHO IpPBO U3 HpHMepa 003r0 U f
oeckonavan ouHapuu Hu3. Taj Hu3 oznpelyje rpany By Hamer gpseTa
Ha caenehm Hadm:
By ={fIn|neN}

Baxxu u 0dpuyTO: cBaka rpana B narier jgpseta ojpehyje jeiuacTBeHI
Oeckonavan Omnapuu Hu3. lIpumernmo jorn camo Jia, Mako je cBaKu
HUBO y TOTIYHOM OWHAPHOM JIPBETYy KOHAYaH — Ha N—TOM HUBOY
nMamMo 2" YBOpOBa — CBe CKyIla, HUBOA TOT JpBETa MMa IIPedpPOjuBO
MHOTO, KOJIMKO W TpupojHux OpojeBa. IlomTo je mpedpojusBa yHuja
KOHAYHUX CKYIIOBa IPEOPOJUB CKYII, MOXKEMO Jla 3aKJByUUMO JIa TO
npBo mMa Ny uBopoBa. MehyTum, rpana y ToMm JIpBeTy MMa MHOTI'O
pume, 2% ¥ TOMMKO WMa M PeajHuX OpojeBa MM HaK eJIeMeHATa
ckyma PB(N).

Ha cienehy Teopemy hemo ce Bpatutu Kaja OygeMO TOBOPUIH O
Teopemu KOMUGKTHOCTUL HCKAa3HEe JIOTHKE.

TEOPEMA (Kenurosa siema). Hexka je (T, <) beckonauno, xonauro
panajyhe gpso. Onga Goctmoju dbeckonawna ipana B y T'.

JTokA3. IIpermocrasumo na je (T, <) GeCKOHAYHO, KOHAYHO I'pa-
najyhe apso. /ledpunucahemo nu3s eemenara t,, € 1" MHIYKTHBHO TaKO
na he cimenehu ycnoBu sa Oyay 3a/10BOJHEHNU:

(1) t, € Lp(n), 3a ceako n € N;

(2) ako je m < n, oHzA je t, < ty;

(3) ckyn {s € T' | t,, < s} je beckoHauaH.
ITpso, Heka je tyg € Lp(0) xopen Hamier japsera. JacHo je Ja cy y
OBOM CJIy4ajy YCJIOBH OJIO3r0 3aJI0BOJbeHH. lIpermocraBumo caja ia
cMo gedunucaan uBop t,. OHma je cKym t, KOHAYAH; PEIUMO JIa je
t, = {ay,...,a;}. Axo je t, < s u umamo ma je hp(s) > n + 1,
ouga moctoju 1 < ¢ < k TakBo 72 je a; < s. Mehyrum, y Tom ciy4ajy
MOKeMO J1a 3aKJbyauMo j1a moctoju 1 < ¢ < k TakBoO J1a a; 33/10BO/baBa,
ycios (3) omosro. Ysehemo onma na je t,y1 = a;. JegHoCcTaBHO je
Bugietn na je B = {t, | n € N} beckonauna rpana y 7. .
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Ncka3ua jioruka

1. Je3suk mckasHe JiOoruke

Y oBoMm ojiesbKy hemo ja 3allouHeMo ca pa3MaTparmbhMa Koja ce
TUIy CHHTAaKCe MCKa3He joruke. Bujehemo Kako m3riesia meH je3ukK
U KaKO ce Ha TOM je3WKy Ipajie pedn Koje he Hajia/be MOCEOHO J1a
Hac 3aHuMajy. Te peun hemo 3BaTh ncKazHuMm popmysiama. Y Hape-
HOM OJIeJbKY heMO BUJIETH KAKO TUM PEUUMa MOXKEMO JIa ITPUIIAIIIEMO
3HAYEHE, JIOK NeMO ce y TOC/IeIIheM O/e/bKY OBOI' MOTJIaB/ha BPATH-
TN CUHTaKTHUYIKHUM pPasMaTpalbuMa Jda SI/ICMO UCrTaJm y KakKBOM CY
TAIHO OJIHOCY CHHTAKCA W CEMaHTHKA HAIEr je3UKA.

Ilojam dopmyste. 1ub ynTaBor oBOr morjas/ba je Jia Ja MpH-
Mep jeJTHOT jeTHOCTABHOT (hopmannol cuctiema. Ped je o popmamnom
CHCTEMY 3a KJIACUIHY UCKa3Hy Joruky. Jla ducmo Taj dopmaanu cu-
CTeM HM3JIOXKUJIH, IIPBO MOPAMO J1a (DUKCUPAMO (POPMAAHU Je3UK TCKA-
3He JIOTUKEe KOju hemo Jia o3HadaBaMo ca £.

Andaber jesuka £, cKyll cuMO0J1a 0] KOjuX NeMo Ja y TOM je3UuKy
rpajuMo pedu, cactoju ce u3 Tpu jgeina. lIpBo, umamo uckaswa caosa
(Wmu uckasme GPOMEHDHUBE): P1, P2, - - .. Y3eheMo Jia UCKA3HUX CJIOBa
“Ma KOJIMKO W IPUPOJHUX OpOjeBa, MpedpojuBO MHOTO, a KacHuje he
OUTH MPUJIKKE Jla TOBOPUMO M O CJIyYajeBUMa IJle MaMO Herpedpo-
jUBO MHOTO MCKa3HUX CJIOBa y HaieM je3uky. CKyl UCKa3HUX CJIOBA
hemo 51a oznauaBamo ca %P. Ilpomen/buBuMa ¢, 7, ... MeTaje3WKa, Ca
nin 6e3 nHaeKaca, NeMo MOHEeKa/ I JIa ce CJY:KHMO Ja OucMo pedepu-
paJu Ha eJIeMeHTe TOT' CKYIIa.

Ocum mCKa3HUX CJI0BA, UMaMO jOIII U CUMOOJIE 3a BE3HUKE U TO:
- (meranuja) n — (MMIUTEKaI@ja). Be3Huk nMnumkanmje je jeman ou-
HAPHYU BE3HUK, OH OJ1 JBa NCKa3a IPAaBU HOBU MCKa3. Be3HUWK Herarmje
je yHapHUu BE3HUK.

[lopes mckasHUX cIoBa W BE3HWKA y HalleM ajihadeTy mMaMo U
nomohue cumbose, jeBy ( u jecHy ) 3arpaiy. IIpermocrasibamo, Kao
IITO je odMdYaj, Jla Cy CBH OBHM CKYIIOBU — CKyI P, CKyIl CUMOOJa 3a
BE3HUKe U CKyI noMohHuX cumbosa — MehycoOHO JHCjyHKTHH.
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Kako cmo Beh comenynu y YBoiy, ped Win M3pa3 HAIIer je3u-
Ka je Ipou3BOJbaH, KOHAYAH HU3 CUMOOJIa Halrer ajipadera, moryhe
npasaH. JeJgaH Te UCTH CUMOOJI MOXKe BHIIE IIyTa JIa Ce jaBU yHyTap
HeKe peun. Bpoj jaB/bama cuMboJIa YHYTAp HEKE PeYd 30BEMO HHEHOM
JLy KUHOM.

Hac nehe 3anumaTu cBe peun Ha Hatrem ajdadery, Hero hemo xe-
JIETH J]a M3 CKYIIa CBUX PeYr U3JIBOjUMO caMo OHe Koje he ja Oymy Ha
nocedan Haunn m3rpahene. Takpe hemo peun 3BaTu umckasHUM GHOP-
mynama. To he dutu cvmuciene peun narer jesuka. Ckyl uckasnux
popmysa F nedUHUIIIEMO PEKYP3UBHO Ha cjeaehn HadwH:

JEoHUIINIA 1.1.
(1) Fo =P
(2) Frpr = Fn U{(m0) | ¢ € Fu} U{(@ = ¥) [ 0,0 € Fuls
(3) F = UnZO Fn-

Kao mro masonpe pekocmo, ejiemenTe ckyna F 3Bahemo uckasHum
popmyrama nina Kkpahe gopmyaama. Popmyiie Koje Cy eJJeMEeHTH CKY-
ma Fq 3Bahemo awomckum gpopmyaama. Popmye hemo y HACTABKY,
DaIlr Kao u rope, Jia O3HAYABAMO CXEMATCKUM CJIOBUMA @, 1,0, ... Ca
UM Oe3 MHIICKACA.

Axo je ¢ € F,, anu ¢ ¢ F, 1, KaxkeMo sa je @ dopMysa duju
je pant Opoj n. Panr dopwmysie je Mepa cI0KeHOCTH (OpMyJie Koja
he HaM y J0Ka3uMa WHIYKIIMJOM YECTO OUTU KOPUCHHUja HETro IIpPo-
cra JayxKuHa opMmysia Kao Hu30Ba cumbdbosia. [Ipumerumo ga je panr
aromckux dopmyiia jegnak 0, panr dpopmysie odbiuka (—p) 3a jeman
je Behu oy panra dopmyiie o, 10K je panr of (¢ — 1) 3a jenan Behn
0J1 MAKCUMyMa paHroBa opmysia @ u .

HPUMEP 1.1. py, p17, ((p9 = p1) = (=(p2 — (=p3)))) cy nexe ox
dopmyna jesuka £ uckasue Jiorunke. Panr mociesame o1 oBux popmy-
aa je 4.

JIEMA 1.1. F je najmaru ckyt pewu koju cagporcu Foy u Koju je
satmeoper 3a 6esnuxe - u —. pyium pevuma,
(Z) C}[) g g‘,‘
(ii) axo p, v € F, onga u (—), (p = ) € F;
(791) axo je I' ma xoju ckyd pevu Koju uMa GPEWTOGHA §6aG CEOJ-
cwea, onga F C I

Jloka3. Jacuo je ma Fy C F. Ako ¢,y € F, oHma mocrtoje m
U N TakBU 13 ¢ € Fy,, u Y € F, na 3a k = max(m,n) uMamo Ja
0, € F. Ouga hemo umaru ja (—@), kKao u cse dopmyJie ObIUKa
(¢ — 1), npunagajy ckymy Fr1 C F.
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Ha kpajy, ako je I' ckyn 3a koju Baxku (i) u (i1), OHJIQ UHILYKIHjOM
10 N jeJIHOCTABHO MOXKe JIa Cce IIOKaxKe Jia, 3a cBako n, F, C I', omakie
crequ na F C I'. Ha ocuosy (i) 3namo na Fy C I'. IIpernocraBumo
na 3a Heko n > 0 Baxu F, C I'. Tomro je F,1 = F, U{(—p) | ¢ €
Ft U{(p = ¢) | ¢, € F,}, na ocuosy (i) caemu ga F,y1 C I, ma
jeF CT. -

Heo (iit) u3 nuperxoaHe jeme Ham omoryliaBa jia Ha jeJJHOCTABaH
Ha4WH J0Ka3yjeMo TBphema o popMyIamMa HaIler je3nKa:

[TocneguiA 1.0.1. 3a csakxo ceojciico § peuu jeauxa £, axo
(1) (basza ungyryuje) cearxa atWOMCKA HOPMYAL UMA CEOJCTUEO S ;
(17) (ungyk@ueHu Kopak) 3a UPOU3BOMHHE POPMYAE © U 1, aKO @
u Y umajy ceojcuso S, onga u dopmyse (—p) u (¢ — V)
UMy c80jciieo S;
onga cee popmyse jeaura £ umajy ceojcitiso S.

JOKA3. Heka je I' ckyn cBux peun Koje umajy cBojcto §. Ilomro
xurorese (i) u (i) TadHO oroBapajy aemosuMa (i) u (i) u3 Jleme 1.1,
MOXKeMO 11a 3aksbyanmo na F C ') mro je m Tpedasio 1a moKazkeMo.

_|

[Tocenmum TBphemeM, Kao 1 HEKUM HEIOBUM Bapujalidjama, he-
MO YeCTO Jla Ce CJIY:KUMO y HacTtaBky. I[Ipumernmo camo jia je To yo-
[INTEHE JOKAa3a YOOMYajeHOM MATeMATHIKOM WH/LYKITHjOM: aTOMCKE
dopmyne urpajy osze ynory opoja 0, T0K mpeciankaBamwa @ — (—)
u o, — (@ — 1) omrosapajy omeparyju ciendernka. Tako ce Xu-
nore3a of (ii), na 0de dopmyse ¢ u Y UMajy CBOJCTBO S, y OBOM
KOHTEKCTY OOMYHO Ha3WBa WHJLYKTUBHOM XHUIoTe30M. Jlokaze Koju Ha
oBOM TBphemy nounBajy 3BahemMo j1o0KazsuMa UHGYKUUJOM TO CAOIHCE-
HOCTUU POPMYAQ.

JenuncTBena untspuBocT. ledununuja dopmysia Kojy cMo ro-
pe namu (ledunummja uuje jequua. OHO MITO je BayKHO jecTe Jia
HaM OHa 00e30ehyje jequrciiseny wutli.pusocti. To 3HAYMM /1A, aKO je
dopmyria, oH/la OHA HA JeUHCTBEH HAYMH MOXKE J[a Ce MPOYNTa, WU
zanmiie, kao: (1) nckazuo cioo mn (2) dopmyrna odimka (1)), Tiae
je ¥ jemmucrBeHo onpeheno dopmynom ¢, nam nak kao (3) (¥ — o),
e cy Y m o jenmHcTBeHO ojipehenu dpopmysiom . Ilpumepa pajn,
dopmyna

(pr = ((po = p3) = ((=p3) = po)))
Ha jeJIMHCTBEH HAYMH MOXKe Jia ce 3amuine Kao dopmyra (¢ — ) €
Fy, vie je o = pr € Fou p = ((py — p3) — (—(ps) — py)) € Fs, 1
HUjeJaH JIPYTH 3alliC HUje KOH3UCTEHTaH ca Jedununujom Gpopmyia
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KOjy cmo rope jasu. /la ducmo Bujesn ga To Baxku 3a cBe opmyiie,
IIpBO hemo J1a JoKaxkKeMo cJjiejiehy jeITHOCTaBHY JieMy Koja HaM YjeTHO
IIpyzKa jOIl jeHy WJIYCTPAIN]y JI0Ka3a WHIYKIMJOM MO CJIOXKEHOCTH
dopmyna.

JIEMA 1.2. 3a ceaxy peu « jesuxa £, nexa je l(«) 6poj jaswarsa
nesux 3aipaga y o a r(a) Opoj jasmarea gecHur 3aipaga y .
(1) Ba ceaxy dopmysry ¢ sasicu l(p) = 1(p).
(2) 3a ceaky dopmysy ¢ u céaru neUPA3AH TUPABU UHUYUJAAHY
ceimentts @' og ¢ sasrcu l(@') > r(¢’).

Jloka3. Obda nena oe jieme heMo 10Ka3aTH UCTOBPEMEHO, MH/TY K-
IIjOM TIO CJIOZKEHOCTHU (hpOopMyJie ©.

Axo je ¢ = p; uckazuo cyoBo, ouya (1) caeau momro je I(p;) =
0 = r(p;). Ca apyre crpane, (2) Takohe cjeu TOIITO Y OBOM CJIydajy
HEMa HEMPA3HUX MPABUX WHUIMA]ATHAX CEIMEHATA O (.

Axo je ¢ = (), 3a HeKy dopMmyiy 1, OHIA HA OCHOBY WHJLyK-
TUBHE XHUIIOTE3€ UMaMO Jia JeMa Baxku 3a . 3 Tora ciemau j1a je

() =14+ 1() =1+7(Y) =r(p).
Haxure, (1) y oBom ciyuajy Baxu 3a . Jla ducmo mokazasu ja u (2)
Takohe BarKu, y3MUMO HEKU HEIpa3aH IPaBU WHUIU]aJIHU CEIMEHT (¢’
om . Axoje ¢ = (,oumajel(¢’) =1>0=r(¢’). Akoje ¢’ = (- omer
IMaMO Ja BaxKu To ucto. Ako je ¢’ = (=)', rne je ¢’ menpaszan npasu
WHUIAJAJIHA CErMEHT OJ1 1), OHJIa Ha OCHOBY WMHJYKTHBHE XHUIIOTE3€
Bakn (') > r(¢’). U3 rora cienu na je:

W) =141 > 1+ @) >r@) =r(e).
Axo je ¢' = (—, ona nmamo j1a BaXKu:

W) =1+1¢) =1+r() >r) =r(¥).

Axo je ¢ = (¢ — o), 3a Heke dopMyse 1) U 0, TIOHOBO MOXKEMO
HA OCHOBY WHJIYKTHBHE XHUIIOTE€3€ Ja IPETIOCTABUMO JIa JIeMa, BayKd
3a oBe e dopmyste. 3a (1) umamo ja je

o) =1+1() +l(0) =1+ 7)) +r(0) = ().
Ba (2) moHOBO pazmMaTpaMo CydajeBe HelPa3HUX MPABUX WHUIM]aJI-
HuUX cerMeHara ' dopmysne . Y cBakoM OJ BHUX uMaheMmo ja je

1) > r(¥). -
Cay:xehu ce oBoM JieMOM cajia MOXKEMO Ja JoKaxkeMo Teopemy o
JEGUHCTLBENO] HUTLDUBOCTIY, (DOPMYJIa UCKA3HE JIOTHUKE.
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TEOPEMA 1.1 (Teopema o0 jeIMHCTBEHO] YMT/BUBOCTH). 34 C8AKY
Ppopmyay @, GOCWOJU JeGUHCTLBEH HAYUH §G CE OHA TUPOUUTLA KAO:
(1) o = p;i, 3a HeKO uckasno cro6o p; € P, uaiu
(2) o= (=), 3a nexy dopmyay ¥, uaru
(3) ¢ = (¥ — o), 3a nexe gopmyae Y u o.

JlokA3. 3uamo Beh ja cBaka ¢opMysa HAIIEr je3uKa MOXKe Ja Ce
[IPOYMTA Ha jeJaH O/ OBUX HadWHa. 10 ciean u3 JedUHUIT]E TTOjMa
nckazue dopmysie. OHO ITO Tpeda J1a MOKaKEMO jecTe je JMHCTBEHOCT.

Ako je ¢ = p;, oHma dopmya @ He MOXKE Ja Ce MPOIUTA Kao
HeKu o] caydajeBa (2) miaum (3), jep y 0da Ta ciydaja mMaMo HU30BE
KOjU 3aIl09Uiby CHMOOJIOM JieBe 3arpajie. Takobhe, nCKa3HO CJIOBO p; je
jemHCTBEHO o/peheHo (hopMysIoM (o, Ta OHA HEe MOXKE Jia Ce TTPOYUTA
HH Ka0 HEKO pj, 33 1 # J.

[Tpermocrasumo jame ga je ¢ = (—1)). Tpeba ma mokaxkemo jma
dopmyna ¢ He MOXKe Jla ce TIpounTa Kao HeKH oJ caydajesa (1) mim
(3). Takobe, Tpeba ja mokaxkemo Ja ako je ¢ = (—1)'), oHIa MOpaMo
umartu jia je 1 = 1'. Beh cmo Bujiesn ja ¢ He MoxKe Jia Oyjie mpovn-
tana kao ciay4daj (1). [pernocraBumo ja je p = (@1 — ¢2), Te €y @1
u 9 popmyste. Umamo, nakiie, 1a je

(—) = (b1 = p2).
Ako ca 0De crTpaHe 3HaKa jeJIHAKOCTH YKJIOHUMO IIPBU CUMOOJI
JI00mjaMo Jia cy ciejehe pedn jeHake:

) = o1 = p2).

Haxkite, dbopmyna ¢ 3amounmme cuMmoosaoM —. MebhyTum, Jrako je
WHIYKIITjOM TTOKA3aTH JIa HUjeHA (DOPMYJIa He 3all0YUbe CUMOOJIOM

[Tpernocrasumo caga ma je ¢ = (—1)'). mamo nakie na je (—)) =
(—1)"). AKO YKJIOHIMO IIPBH ¥ ITOCJIE/IHH CUMOOJI ca 00€ CTpaHe 3HAKA
jeHAKOCTH, U TOCJIe TOTa joIl 1 cuMbosr -, godbuhemo ja je 1 = 1.

[IperniocraBumo Ha Kpajy ga je ¢ = (1 — o). Beh cmo nokazann
72 @ He MOXKe Jla ce IMPOYnTa Kao Heku on ciaydajeBa (1) mim (2).
IIpermocTaBuMO OHIA J1a UMaMO

(= 0) = (' = o).
AKO IIOHOBO YKJIOHMMO IIPBU U IIOCJIEIEbI CUMOOJI Ca 00e CTpaHe 3HaKa
jemHakocTu goomhemo:

= o= — o

[Ipumerunmo caga fa je 1 najkpahu Herpazan MHUIMjAJTHA CETMEHT Ca
JIeBe CTpaHe 3HAKa jeJIHaKOCTU KOjU MMa jeJTHAK OpOj JIEBUX U JIECHUX
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zarpajsia. To ciaean wa ocuoBy mperxojne Jjieme. Mehyrum, najkpahu
Helpa3aH WHUIUJAJHA CEIMEHT Ca, JIeCHe CTpaHe 3HaKa jeJHAKOCTHU 34
Koju ucro To Baxku je 1. akie, 1 = 1)'. Ako caga ca obe crpane
3HAKa jeJHAKoCTu y 1) — o = ' — o’ yrjaonumo ped 1) —, noduhemo
najeo =o' —

Pekyp3usne gedbunuinmje. Ha ocHOBy npeTxo/iHe Teopeme, Ka-
Jla TOKa3yjeMo HEKO TBPheme 0 cKyIry hopMmysia F, 3HaMO J1a CMO yBeK
y jemroM oz Tpu ciydaja (1)—(3) rope, npu demy cy dopmyne ¢ u o
jenuncteeno ojpehene dopmysnom . To HaMm je 3HAYAjHO 3aTO IITO
Jlaje onpasjaibe cieneher npunnumna pexypsushuxr gepuruyuja. Heka
je X ckym u Heka cy gare dyHKIHje:

F:9 - X
F.:X—>X
F,:X? 5 X.

Onpga nocroju jemumucrBeHa dyHknuja G : F — X TakBa Ja BaXKu:
G(p;) = F(p;), 3a cBako i € N
G((=p)) = F(G(p))
G((p = ) = FL(G(p), G(¥)).

bBe3 jeimncrBene YMT/BUBOCTU KOJy CMO JIOKA3aJil 33 HAIEe WC-
Ka3He (opMmyJsie, TOCTOjalbe U jeIMHCTBEHOCT TakBe dyHKImje G Ou
Oum JoBe/ieHN y TnTambe. Kaja Om mocrojaja JiBa pas3jnyduTa Ha-
qrHa Jia ce popMysia IMpoduTa, OHJa OM oJiroBapajyhe KOMIO3uImje
dyukiuja F' Morite 1a 71ajy pasmduTe BPEIHOCTH (byHKque G 3a
jenny te ucty dopmymiay. Mehyrum, na ocunoBy Teopewme [1.1| bynkiuja
G je n1odpo jedunncana u jejuHcrBeHa (jegan HoceSaH cJIydaj OBOT'
TBphema hemo, waycrparyje paju, Ja J0KaxKeMo y ciiesieheM oJesbKy;
B. Teopemy [2.1).

[TPuMEP 1.2. Heka je

Gi(pi) =1, 3acBako i € N

Gi((=¢)) = Gilp) +3
Gi((p = ) = Gily) + Gi(¥) +

Onza umanmo 1a je Gi(p) = ayxuna dopmyse . Takobe, ako je

G,(p;) =0, 3a cBako i € N

Gu((mp) = Gu(p) +1
Gu((p = ) = Gulp) + Gu(¥) + 1,
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onga hemo mmaru ja je G,(¢) = dpoj Besruka y dbopmynu ¢. Ao
cajia y3MeMO JIa je p UCKA3HO CJIOBO U 0 (DOPMYJIA, OHJIA MOXKEMO JIa
nebunumemo Gg() = ¢f 3a cBaky dopmyiy ¢ Ha ciaegehn HAYIHH:

Gs(p) =0
G(q) = q, ako je p # q
Gs((—9)) = (-Gs(9))
Gs((p = 1)) = (Gs(p) = Gs(¥)).

Y oBoM cirydajy je popmysia ¢f HacTasma Kao pe3yarar cyuclutiyuje
dopmysie 0 MeCTO CBaKOr jaBjbarha MCKA3HOT CJI0OBa Py (popMysIn ¢.
IIpumepa paau, ako je

¢ = (pr — ((po = p3) = ((=p3) — o))
uo = (p; — p2), OHTA je
" = ((p1 = p2) = ((po = p3) = ((=p3) — p9)))-

HATIOMEHA. VY3 namy nedununujy dopmysia 3arpaje cy HaM He-
OIIXOJIHE JIa OMCMO UMAJIM JeJIMHCTBEHY YAT/bUBOCT. MehyTum, Hucy
cBe 3arpajie ynyrap dopmysa TtakBe. Y HacTaBKy HeheMo mnmcaTu
criojballiibe 3arpajie y dopmyaama. Takohe, mperrnocraBbahemo aa
Heralyja Be3yje jade oJi ocTajaux Be3HMKa u Hehiemo mucartu 3arpajie
HU OKO Heraipja. Y KpaTko, mrejeheMo Ha 3arpajaMa yBek kajia nehe
OuTH HEeJOYMHIIA OKO TOra Ha Koje popMyJsie TauHO MucJIMMoO. BaxkHo
je HAIIOMEHYTH JIa TaKBU M3pa3u Hehe Outu popmysie, mako hemo Ha
IbUX TaKo Jia pedepupamo, Beh ckpahenurie u3 Kojux m3Bopue GHop-
MyJIe MOYXKEMO JIAKO Jla peKoHcTpyuiiemo. FbuxoBa ysora je jga nHam
OJIAKIIA]y YUTATHE.

Ako ducMmo KeJtestn J1a ce y MOTIIYHOCTH OCJI000IMMO 3arpajia, To
OMCMO MOIVIN J[a YYUHUMO Ca HEIITO JAPYKYINjoM JIeUHUIIIJOM IIOjMa
nuckazue dopmyse. Ako ducmo y Jledunuruju JIDYTU beH J1€0
3aMEHUJIN Ca

Fni1 =F U{¢|poeF,}U{= | g, e F,},

OH/Ia OMCMO U 3a TakKo JeUHHUCAH MT0jaM UCKa3He (popMyJie MOIJIN JIa
JoKaxkeMo Teopemy 0 jequnciiceno] Yullipbusoctiu. 3a HopMyse Koje
ce 3aIiCyjy OBaKoO, IJle CBAKU BE3HUK HE3aBUCHO O] IberoBe apHOCTU
IUIIeMo MpedUKCHO, KayKeMO J1a Cy 3alucaHe Y UobCK0] HOWAUUJU.
Jomn jeman HauuH J1a 3arpajie n30erHeMO OMO OU Jia Cce IIOCJIYKUMO
00PHYTLOM TWOSHCKOM HOTWAYUJoM. Y TOM caydajy, apyru geo ledu-
HUIje U3IJIe20 O OBAKO:

an+1:OJnU{§0_‘|@E%n}u{¢¢_>|90a¢eojn}'
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[TpuMEP 1.3. @®opmyiy (py — p1) — —(p2 — —ps) ducmo y mosb-
CKOj HOTAIIAjHU 3aIlMCUBAJIN OBAKO:

—>—> PoP17 — P27P3,

JIOK OMCMO je y OOpHYTO] IOJbCKO] HOTAIWjU 3allUCUBAJINA Kao

Pop1 — P2p3— — 1.

[Ipumerure mga ako mocMaTpamo cKpaheHo apBO oBe opMmysie u3
[Tpumepall.5| gose, ompna je cacBuM jeAHOCTABHO BIIETU KAKO U3 CBAKE
HaIlle uckasue (opMysie MOXKEMO JIAKO Ja PEKOHCTPYHUIIIEMO OJIr0Ba~
pajyhy dopmysy y mo/bCKOj M OOPHYTO] MOJHCKOj HOTAIIU]H.

OcuM Be3HUKA HAITET je3UKa KOje CMO rope y3eJ1d Kao ITPUMUTHB-
He, 4ecTO ce Kao TakBu cpeliy jomr u OuHapHu Be3HUIM A (KOHjyH-
kiuja), V (aucjyHkimja) u <> (eKBUBAJEHIH]A), KAO U HYAAPHU Ge-
3HUYY WA uckas3Hne konwcwane 1 m L (KoHCTaHTa T CTOjU MECTO
IPOM3BOJHHOI MCKA3a KOJU je YBEeK UCTUHUT U JyaaHO Tome 3a 1 ). Mu
hemo, mehyTum, cBe Te BE3HUKE JIa ITIOCMATPaMO Kao ckpaheHure:

Ay (e = )
eVY o=

oY (=)A= @)
T e—=9

1 T

Jlakye, n3pase u3 IpBe KOJOHE PA3yMeMO TaKo Ja pedepupajy Ha
ojroBapajyhe mzpase u3 jpyre kojione. Ocum Tora MozkeMo ja jiedu-
HUIIIEMO, PeKyp3ujoM 1o n € N:

T axkojen =0,
ako jen =1
O1A AP, = pLaKo)] )
Y1 Ay akKo jen = 2,
(1 Ao A1) AN, ako jen > 2.

OBakBe youwiiere Kowjynkuuje hemMo IMOHEKa. Jla O3HaYaBaMO
uca N\ ..., ;. Caudano ducmo Morumn 1a edUHUIIEMO U YoUTieHe
gucjynryuge (camo SucMo MecTo A mucaam V a MecTo | BHCMO HHCAJIH
Ly nedunmmujn rope) xoje hemo osmauasarn u ca \/| o, ;-

Crenehux HEKOIMKO IIOjMOBa Tpeda Ja HaM IOMOTHY & O0Jbe
pa3yMeMo TOCTYIAaK peKyp3uBHOI rpahema dopmysia MOMIABIIA O
HCKa3HUX CJIOBA, IIPUMeHOM Kopaka (ii) u3z Jleme rope.
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HEoUHUIINIA 1.2. ['pagusnu wu3 je jejlaH KOHadaH, Helpas3aH
HU3 (v, ...,Q, U3pa3a je3nka £, TakaB Ja je CBAKU HUJIaH TOT HU3A
HMCKA3HO CJIOBO, WJIN je JIOOUjeH U3 WIAHOBA KOJU MY Y HU3Y IIPETX0JIe
Ha OCHOBY Kopaka (ii) u3 Jleme I'paguenu Hu3 3a o je TpaJIMBHU
HU3 YUjU je « TTIOCJIeTbU 1IaH.

Huje Temko Bumern ja je ¢ dopMyna ako U caMO aKO TOCTOjU
I'pPaJBHU HU3 3a Q.

ITpuMEP 1.4. Jenan rpagusau Hu3 Tpehe dopmyse us [Ipumepa

rope je: Do, P1, P9 — D1, D2, P3, P3, P2 —» D3, _'(p2 — _'p3)7
(Po = p1) — (P2 — —p3).

JdeonHnnnIA 1.3. Axko je ¢ dopmyna, ca Swb(yp) hemo ma o3na-
qaBaMO cKyU UoWPopmysa Popmyie @ KOju TedUHAIIEMO PEKYP3UB-
HO (B. [Ipumep Ha cjiegehn HAYIUH:

Swb(p;) = {p:}, 3a cBako p; € P;
Sub(—p) = Sub(p) U{-p};
Sub(¢p — o) =Sub(y) USub(o) U{y = o}.

Axo je ¢ € Sub(p), onna Kaxkemo n1a je hopmyna v Gowhopmyra
dopmyite p. Ako je ¥ mordopmysnia on ¢ U 1 je pa3IuduTo O (p,
KaykeMo J1a je ¢ upasa TotwhopmYysa O ©.

Jomm jemaH Ha4YWMH HA KOJU MOXKEMO Jla MPEJCTaBUMO CTPYKTYPY
Hamux dopmysa jecte momohy mojma gpeerta. Cakoj dopmynn ¢
MOXKEMO J1a MPUIAPYKUMO jeTHO JIPBO y 4YHUjeM he ce KOpeHy HaJja-
3UTH OHA CaMa, JIOK he ce y IPeocTailiM YBOPOBUMA, aKO TAKBUX
nMa, HAJA3UTHU CBe mpase nordopmyse dpopmyre ¢. JIpBera Hammx
dopmyna cy konagna. Hemrro kacauje hemo BumeTn ga u OeCKOHATHA
JIpBETa MOTY 3a JIOTHKY Jia Oy/1y 3aHUM/bUBA.

[TpuMEP 1.5. 3a dopmyny (pg — p1) — —(p2 — —ps3), IMaMo
cienehe apBo:

b3

D2 —P3

\/

Po D1 P2 — 7Pp3

\/ |

po = p1 —(p2 — —ps3)

NS

(pg = p1) — _'(p2 — _'P3)
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Wnu, jorr kpahe:

%
_>
Hpsera dopmyna HaM HIyCTPYjy Kako je ¢opmysa usrpabena
HOIABIIH O] MCKA3HUX CJIOBA, MPUMEHOM Kopaka (ii) u3 Jleme

rope. 113 cBakor npseta opmysie MOXKEMO JIAKO /18 PEKOHCTPYHUIIIEMO
IbEH T'PAJIUBHU HU3 TAKO IITO heMO TO JIPBO JIa JIMHEAPU3YjeMO.

SBAIATAK 1.1. 3a ceaxy dopmyary ¢ gedurnuwuitne gpeo gpopmyire
T(p) pexypsusno, Go ysopy na gedunuyuje us Ipumepa[1.9
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2. CeMmaHTHKA UCKAa3HE JIOTUKE

YV mpomnuioM 0/e/bKy TOBOPUJIA CMO CHHTAKCH MCKa3He JIoTukKe. Pe-
IIUAJIA CMO Ce JIa W3 CKyTla CBUX pedn Ha HareM ajiadeTy m31BOjuMO
caMo CMUCJIeHe pedn — nckasue dopmyste. Caga hemo j1a BUImMO Ka-
KO TUM HAIIIUM CMUCJIEHIM PEeYnMa MOZKEMO JIa IPUIIHAIIIEMO 3HAYEHE.
Bunehemo mira cy To JIorndke UCTUHE UCKA3HE JIOTUKE W 00jaCHHNheMO
BazKaH IojaM ceManTudke nocjieuiie. Ha kpajy, duhe pedn o jeanom
0/ HAJBAXKHUJUX PE3y/ITaTa KOjU Ce THIe CEMAHTUKE MCKA3HE JIOTUKE
— Teopemu KOMUAKTULHOCTLU — a mocJjie Tora hemo Jia HaBeJIeMO
HEKe FheHEe 3aHUMJbUBE TOCJIE/IUTIE.

Basnyaruje u uctunocae pynknuje. Kaacuwha 20Tuka, KOjoM
hemo Mu jequno oBze ja ce DaBUMO Pa3JIUKYyje JIBe UCTUUHOCHE 6DE]-
HOCTW Y — KayKe ce JOIl Jia je OHA JBOBPEJHOCHA. 1€ JBe MCTHHOCHE
BpegHOCTH hieMo Jia o3HauaBamo ca 1 (uctuna) u 0 (nax). Oykimje
f:{0,1}" — {0,1} hiemo 3BaTH UcTuUHOCHUM PyHKUUjama. Pasmu-
YUTHX N—apHUX NCTHHOCHUX (DyHKIHja mMa 22", ITO je JIaKO BIIeTH
mormTo uMa 2" n—TopKu HyJa u jeauania. CKyI CBUX n—apHUX UCTH-
HocHnx dynknuja hemo na osnadasamo ca B,. Ckyn By uma 2% = 16
eJleMeHaTa, JIOK CKynoBu By m By mMmajy, peJioM, YeTUpHU | JIBa eJjie-
MeHTa. HJIaHOBU OBOT' TMOCJIEIIbEr CKYIa Cy JIBe HyJIapHe UCTHHOCHE
dyurnuje, 0 u 1, u To cy enementn ckyna {0, 1}.

Baxxan npunIun na Kkome KJIacHU4IHa JIOTUKA [TOYNBa 30B€ Ce UPUH-
YUt ucturocre yrnkyuonastociu. ['pydo ropopehn, oBaj mpunn
Kayke Jla MCTUHOCHA BPEJIHOCT HEKOT CJIOXKEHOI WMCKa3a 3aBUCHU O]
MCTUHOCHE BPEJIHOCTH JI€JIOBAa OJ KOjUX je OH m3rpal)eH, u HU OJ1 dera
JIDYTOT He 3aBUCH.

CBu Be3HUIIN HAIIIET je3UKa Cy UCWUHOCHO-PYHKUUJCKU, KAO U OHH
Koje cmo nomohy mux gedunucasu. lectunocue dpynkimje, oneparuje
KOje m3a BmuxX croje cy, peaoMm, f-, fa, fv, fo 1 fo. IlpBa ox oBux
orepalija, Koja oJiroBapa Be3HUKY Herallrje, je yHapHa a OocTaJie Cy
oneparnuje omnapue. CBe 3ajeaHo, Te cy omeparnuje 3amare ciaeaehom
TaOJIUIIOM:

T ‘ T2 H f-(x1) ‘ falzy, o2) ‘ Ju(z1, w2) ‘ fo (1, m2) ‘ fo (w1, 1)

111 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
010 1 0 0 1 1

Caga hemo ma pedunuiiemo mojam Basyaruje. aTynTuBHO roBo-
pehu, Basyanuje je Hajoosbe pasymeTn Kao mMocT u3Mely cunrakce u
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ceMaHTHKe Harer jeauka. Jla ducmo narmmuMm dhopmysiama mpunmucaTmn
3HaYEIbe, Ja OUCMO MX MHTEPIPETUPAJH, TTOJIA3UMO OJ HAJIIPOCTUJIX
TaKBUX.

HEernHUIMIA 2.1. OchosHa sanryayuja v, je cBaka QyHKIHja
00JINKa,

vyt P — {0,1}.

[IprMeTnMO /12 OCHOBHHX BaJyarmja uMa 280, KOJIMKO M PeaHIX
opojesa. Ilu/b Ham je ma, mosiazehm oJ1 jegHe OCHOBHE BaJiyalluje vy,
cBakoj dbopmysu ¢ je3uka £ NPUIHNIEMO UCTUHOCHY BPETHOCT v ()
u3 ckyna {0, 1}.

JdeouHunmiA 2.2. Heka je v, : P — {0,1} ocHOBHa Basyarmja.
QOyuxmujy v : F — {0,1} nedbunumemo pexkypsuHo Ha cieaehn
HAYNH:

(1) v(pi) = vp(pi), 3a cBaxo p; € P;
(2) v(=p) = f-(v(e®));
(3) vl = ¥) = [ (v(p),v(¥)).

Qyukimje v hemo J1a 30BEMO MIPOCTO 8AAYAUUJAMG.

[Tpumernmo camo Jia cBaka OCHOBHa Basyarmja v, : P — {0,1}
MOXKE Ha jequnciiiéer HAYUUH Jia e MPOIIUPH 0 Balyanuje v : F —
{0,1} koja 3amoBospaBa yciose (1)-(3) rope. To cmenm Ha OCHOBY
OHOTa TITO CMO PEKJIN Y OJIEJbKY O PEeKyp3uBHUM jeduHurnmjama (B.
racyc tipe [Ipumepa . MebytuwMm, j1a ducmo ujieje U3 TOr OJie/bKa
00Jbe MIyCTPOBAJIM, OBJIe heMo Jia JJaMO W JIMPEKTaH JI0Ka3 TBphema
KOje CMO YIIPaBO CIIOMEHYJI.

TEOPEMA 2.1. Csaka saayauuja v, motce Ha JeGUHCTABEH HAMUN
ga ce Upowupy, go 6alYayuje v.

JIOKA3. PukcupajMo jeJlHy OCHOBHY BaJyarujy v, = vg : P —
{0,1}. Tpeda pexyp3usHO ja jgedununemo Hu3 GyHKImja v, : F, —
{0,1}, 3a n € N, Takas j1a 3a CBaKO N, VU, 1 IIHUPHA V,, U IPUJE 38 VUp 11
Bazke yciosn (1)-(3) rope. 3a garo v, yzehemo yciose (1)-(3) omosro
Ja ducmo JebuHUCATN BPEIHOCTH (DYHKIINjE U,y1 HA €JIEeMEHTUMA
cKyna Fni1 \ Fn. AKO Cy @, ¢ € F,, OHIA y3uMaMO J1a je:

Unar (@ — ) = 1 axo je v,(p) = 0 wm v, () = 1,

0 wnpaue.

CmvaHo 9MHUMO U 3a Be3HUK Herarmje. [Ipumermmo 1a ce oBre ocira-
IaMO Ha jeJMHCTBEHY YNT/HUBOCT JIa OMCMO OWJIM CUTYDPHH JIa Ce Ta-
YHO jeJIaH OJT OBUX YCJIOBa MOXKe JIa IPUMEHN Ha CBaKU €JIEMEHT CKYTIa
(@74 (@74

Frr1 \ Fu-
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Caza moxkemo na gedununemo dbyuakuujy v : F — {0, 1} osako:
v(0) = vn(0),
3a HEKO N TaKBO Jla 0 € F,. JacHO je ma (yHKIUja v MUpH vy U
3aj10BosbaBa yciaose (1)-(3) rope, jep To Baxku 3a cBaky (OYHKIHU)Y Uy,.
Ia ducmo JoKa3asu je IMHCTBEHOCT OBOT' IIPOIINPEHhA, ITPETIIOCTAa-
BUMO Jla CY ¥ W W JIBe BaJjyalgje Koje Imupe vg. MHmykimjom 1o
cioxkeHocTu opmysa hemo Ja MmoKazkeMo J1a 3a CBaKy (DOpMyJy ¢
BaKu:
v(p) = w(p).
Axo je ¢ uckasno cjioBo p;, ouga je v(p;) = vo(p;) = w(p;). Iperno-
CTaBUMO cajia j1a cy ¢ u 1 dopmyse, Takse Ja Baxu v(p) = w(p)
n v(¢) = w(y). Onma, 1a y3MemMo caMo jeJlaH OJ CJlydajeBa, BayKu
cienehe:
vip—=1Y)=1<v(p)=0unmmv(y) =1
< w(p) =0 mwm w(y) =1
S wlp =) =1,
a TIopeJT TOTa BaXKNd U
v =Y)=0sv(e—=y)#1
Swlp—y)#1
< w(p — ) =0.
ITomrro cy oBo jemume aBe BpeJHOCTH OBe (DYHKITHjE,  CBAKOM CJIyUIa]y
umamo Ja je v(p — ) = w(p — ). lokas caydaja rie je ¢ odiuka
Heralyje aHaJIOraH je OBOM. =
3a dopmyiy @, HEKA je Yy CKYI CBUX MCKA3HUX CJIOBA KOja ce

jaBmajy y ¢. Baxuo je nma mpumermmo ga v(y) 3aBHCH CaMO O
MCTUHOCHUX BPEHOCTH KOje v IPUIIHCYje CJIOBUMa U3 pg. Ipyrum

pednma, ako je ¢p = {q,...,qn}, & U ¥ W Cy Bajyaluje TaKBe Ja
je v(q;)) = w(g), 3a cBako i = 1,...,n, oHga hemo mumaTu ja je
v(p) = w(p).

TBpheme ¢ Kpaja mTpeTXoaHOT TAacyca je jeITHOCTaBHO MOKA3aTH WH-
JIYKITHjOM TI0 CJIO?KEHOCTH (hOopMyJIe . ¥ ClIydajy KaJa je ¢ aTOMCKO,
TBpheme he Tpusmjanno ga Baxku. [IpermocraBumo 1a je hopmyna ¢
obyimKa —) M J1a 3a CBaKo ¢; € ¢y mMmamo v(g;) = w(g;). MebhyTmm,
IIOIITO je (g = g, HA OCHOBY WHJYKTHUBHE XUIIOTE3€ CJIEJHN Ja je

v(¥) = w(v). Jaxme

v(p) = f-(v(¥)) = f-(w(¥)) = w(p).
Cnyuaj kaza je dopmyrna ¢ odJMKa MMILIHKAIUje OMCMO JTOKA3aIu
CJINIHO TOME.

37



HAMOMEHA. Huje Temko Bugern ma he 3a Hare geduHucaHe Be-
3HUKE BaKUTHU cjejehe:

(4) v(p A) = falv(p),v(¥));
(5) v(p V) = ( (@), v(¥));
(6) v(p <> ¥) = fo(v(p),v(¥));
(1) v(T) =1;
(8) v(L)=0.

TayToJsioruje u nmojam cemauntTu4uke nocjgeauie. Ciyxkehu ce
II0jMOM BaJIyalyje, IpBO heMo Jia JeUHHUIIEMO CEMAHTUIKU I0jaM
3a/10BOJbUBOCTH.

HeEonHUInIJA 2.3. Heka je ¢ npousBosbHaA (popMmy/ia U v Basya-
mja. Ako Baxku v(p) = 1, kaxkemo j1a v 3agosonasa @. Takohe, ako
je T' ckyn cdopmyiia, KazkeMo jia v 3agosomasa I'; ako je v(p) = 1, 3a
cBako ¢ € I'. Kaxxemo 51a je dopmysia mpocTo 3ag060.6u6a aKO TOCTO-
ju Bastyaruja koja je 3ajoBosbaBa. Ckyn dopmyna I' je 3agosonus ako
[IOCTOjU BaJyalinja Koja 3a/10BosbaBa . 3a ckyn dopmysta I' kaxkemo
Ja je KonawHo 3ag060n6u6 aKo je cBaku KoHadaH 'y C I' 3a10B0sbUB.

Cﬂeﬂeha ,ILG(:I)I/IHI/IHI/Ija HaM KazzKe IITa Cy TO JIOTUYIKE UCTUHE NCKa3-
HE JIOI'UKE.

JEoHULIMIA 2.4. Popmyita ¢ je waywmonotuja, ako je v(p) = 1,
3a cBaky Basyarujy v : F — {0, 1}.

[TpuMEP 2.1. Crnenehe cy dopmyse tayrosoruje:

p1V pr
((pr = p2) = p1) = M1
p1 < " pr.

[Turame na i je Heka dopmysia TayroJsoruja je ogayyueo. Ilo-
cToju edpeKTUBHA TIPOIEIypa KOja HaM IOCIe KOHATHO MHOTO KOpaKa
J1aje oAaroBop ,,ja” ako je popmysia TayTOJIOTHja, WK ,He aKO OHa TO
HUje.

Ia ducmo, mpumepa paju, IPOBEPWIHN Ja je Japyra opMmysia u3
MIPETXOTHOT TIPUMEPA 3aUCTa TAYTOJOTHja, CIIYKUMO Ce UCTUUHOCHUM
WaOMUUAMA:

Y41 ‘pz le — P2 ‘ (p1 = p2) > M ‘ ((p1 = p2) = p1) = M

171 1 1 1
110 0 1 1
01 1 0 1
00 1 0 1
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CBaku pen y OBaKBUM TadJIUIIAMa CTOjI MECTO jeJTHOT CKYyIla Ba-
Jiyallja KOje Ce CBe CJIaxKy 3a BPEJIHOCTH KOje NPUIINCY]Y UCKA3HUM
CJIOBHMA KOja ce y 0BOj hopMyJIn jaBibajy (B. HAIIOMEHY C Kpaja IpeT-
xomHe crpane). Ako je ¢ dopmyna u |pg| = n, 3a n > 1, onga he
MCTUHOCHA TabJIUIA OJT 0 Jia uMa 2" TaKBUX PEIOBA.

HeEonHniniA 2.5. Heka je I' € F u ¢ € F. Kaxemo na je
Y cemaniiuvka Gocaequuya ckyta dopmyna [') mro 3ammcyjemo Kao
I' E ¢, ako 3a cBaky Basyarnujy v TakBy ja je v(y) = 1, 3a cBako
v € T, Baxu na je v(p) = 1. Ipyrum peunmma, I' = ¢ ako caka
BaJIyalja Koja 3a710BoJbaBa [ y WMCTO Bpeme 3aJ0BO/haBa U . 3a
dopmyse @ 1 ) KaxkeMo Ja Cy A0TUYKU eK6UBAAEHTTIHE AKO jeé CBAKa
OJ1 ThUX CEeMaHTHUYKa Iocseuia oHe jpyre. To hemo 3anucuBaTn Kao
o~ Y.
Crneneha jemrocraBHa TBphema OBe MOjMOBE J0BOIE Y BE3Y Ca I10j-
MOBHMa, TayTOJIOIMIHOCTH U 338 I0BOJBIBOCTH.
(1) @opmyaa ¢ je waymworotuja axo u camo axo je O = p.
(2) @opmyasa Y je cemaniuuka Gocaequua og {P1, ..., Pn} axo
u camo axo je dopmyaa (91 A ... A py) — ¢ Waytororuja.
(3) @opmyse ¢ u P cy s0TuNKU EKBUBANEHTTHE AKO U CAMO GKO
je dopmyaa p > P wWayworonua.
(4) Dopmysa ¢ je WaywWorOTUja AKO U CAMO aKO HOPMYAL —p
HUje 3ag080HUBA.
(5) @opmyra ¢ je 3ago6osusa AKO U CaAMO aKO POPMYAL P Huje
WaAYWONOTU] .
BAIIATAK 2.1. Jokasrcuttie wepherva koja cMo Yupaso HAGEAU.

Ha ocnosy (1) omosro, oz cana hiemo nucaru = ¢ (mecro ) = ¢) kana
OyJIeMO 2KeJiesTn Jla KazKeMo Jia je popMysia (o TayTOJIOTH]a.

Crucax jjormukn ekBuBasieHTHUX opmysia n3 Tademe 1 rope he
HaM KOPHUCTATHU y HacTaBKy. O/103ro Ha J10J1e, TO Cy 3aKOHU UJEMUTO-
wenyuje, KoMymathueHoCTu, aCOUUJATLUBHOCTIU, GUCTAPUOYTLUBHO-
ctiu, atcopuyuje n /e Mopianosu 3axoru.

dyuknmonasna noronyHoct. Caja hemo ja mokaxkemo ja je
CKyIl HAIIUX IPUMUTUBHUX Be3HUKA {—, =} GYyHKUUOHAAHO TOTWTYH.
To 3uauu jga hemo momohy WBUX CBaKU UCTUHOCHO-(DYHKITHjCKU BE3HIK
mohu J1a secbunUIIIEMO.

[Tpro, 3a cBaky dopmyay ¢ hemo ma mumemo ¢(qi,...,q,) Kaga
OyJIeMO KeJieJI Jla UCTAKHEMO Jia Ce y O] jaBJbajy CaMoO MCKa3HA
CJIOBA q1, . - ., Q. TO He 3HAaYM J1a CBa Ta MCKa3HA CJIOBa MOpPAjy Jia ce
jaBbajy y (p, HErO caMo Jla y ¢ HeMa JIPYTuX UCKA3HUX CJ0BA OCHM
onux u3 {qi, ..., q,}. Apyrum peanma, Baxku ¢z C {q1,...,qn}-
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YA~ eV~

eAY~Y Ao eV~ Vo

AW No)~(pAY) Ao eV Vo)~(pVy)Vo
pA@W Vo)~ (pAY)V(pAa) oV (YAa)~(eVY)A(pVo)
PA(pV)~p eV I(pAp)~p

(e Ap) ~ =V ) (e V) ~—p A
eANp~ L Voo~ T

TABEJIA 1. Jlornuku ekBuBaJjieHTHE (hbopMmyIie

JdeEonHnIMIA 2.6. 3a cBaky dopmyny ¢(qi,...,q,) JeduHuire-
Mo n—apry uctunocHy byukmmjy f7 1 {0,1}" — {0,1} ma crenehn
HAYWH:

fo(@e, .o xn) = v(p),
rJe je BaJyaryja v Taksa Ja Baxu v(q;) = x;, 3a cBako i = 1,...,n.
Hpyrum peanma, [ je mecrunocHa dbyHKIMja Koja oroBapa UCTHHO-
cHOj Tadsunu dhopmysie @.

IIPUMEP 2.2.

- 3a cBaKM OMHAPHU BE3HUK *, aKO je ¢ = qi * 2, OHTA je f,
ncTuHOCHa (byHKNMja f, Koja omroBapa Be3HUKY . Takobe,
axo je p = —qy, ouja je f, = f-.

- Ako je ¢ = (1 Nq2) V (mq1 N g3), ouna je f, ncTunocHa QyHK-
[ja Koja OJroBapa TEPHAPHOM BE3HUKY aKO. .., OHJG. . .,
uHave. . . .

a ducMo OmM cacBUM IIPEIU3HU, IPUMETHUMO Jia CBaka (opMmyJia
¢ onpeDyje DeCKOHAIHO MHOrO MCTHHOCHUX QyHKIWmja f7, IO jeamy
dyHKIHjy 32 CBAKO N > N, Ije je n, HajMamu [IPUPOJaH Opoj m
TakaB jga Baxu pgp C {q,...,qn}. Hemro cacBum camaHo mMamo
KaJ1a TTOCMaTPaMO IOJIMHOM, PEIUMO I - Y, KOju AedunuIne OyHKIU]y
JiIBE NIPOMEHJbUBE, AJIM UCTO TaKO U (DYHKIIN]Yy TPU TPOMEHbUBE T, Y
U 2z 49uje BPEeIHOCTHU 3aBUCE CaMO OJI apryMeHaTa X U Y. ¥ HaCTaBKY
hemo, ka0 u panuje y oBOM IpHUMeDPy, Jia IHUIIEMO caMo f, Kaja ce n
o/Ipa3yMeBa U HaM HUje BasKHO.

[TpumeTnmo /1a caMo Ha OCHOBY MPETXOJIHE JIE(DUHUIIA]E UMAMO A
3a MPOU3BOJbHE UCKA3HE (POpMYyJIe (0 U 1) BayKH:

o~y fo=fp
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['maBuo TBpheme y Be3u ca mctuHOCHUM (DyHKIMjaMa Koje he Ham
Tpedartu je ciejnehe:

TEOPEMA 2.2. 3a ceaxy ucwunocwy Pynxuugy f = {0,1}" —
{0,1}, 3a n > 1, wocwoju dopmysra @(qi,...,q,) Yy Kojoj ce og 6e-
3HUKG jasnajy camo =, A\ u V U Koja je WaKea ga 6aiHcu

f = fso-
JIOKAB. Ako f ysek ysuma Bpeanoct 0, HeKa je @ = p; A —p.
Wnaue, 3a cBaku pex t = (z1,...,x,) € {0,1}" y Tadmumu dyskimje

f y3mumo dopmyty
e = €1q1 N €2g2 N\ ... N\ €xQn
TIe je
HUTIITA 3ax; =1,
€ =
= 3a x; = 0.
[punmepa pagm, pex v = (1,0, 1) mam maje bopmyiry @ = ¢ A=ga Ags.
[Ipumernmo ma je fo (z1,...,2,) =1, amu f, (2),...,2]) = 0 ako
je (z1,...,x,) # (2),...,2)). [locmaTpajmo caga HU3 Ty, ..., T, 38
m < 2" ceux t € {0,1}" TakBux ga je f(r) = 1 (3Hamo Jga mocrojn
Makap jeJlaH TakaB). Y3MUMO Ja je

P=@g VO, V...V

Onya hemo mmatu ga je f, = 1 ako u caMo ako je Makap jeJIHO
fee, (v) = 1 axo u camo axo v € {ry,...,t,} ako u camo ako f(r) = 1.
Haxne, f, = f. =

I[TpuMEP 2.3. IlpermocraBumo 1a je MCTUHOCHA GyHKIHja f 3a-
nara cjieiehoM TadJIMIIOM:

I ‘ T2 ‘ T3 H f(z1, 2, 73)

1111 1
1(1]0 0
1101 0
1101]0 1
011 0
0O[1]0 1
0101 0
0100 0

Ownyia he omrosapajyha dopmysia (y cMmuciy mpeTxogHor TBphema)
KOja 0J] BE3HUKA CaJIpxKu caMo —, A u V OuTn
o=@ N@AE)V (@ A-g A=)V (2q A g Ags).
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Qopmysia ¢ U3 TPETXOJIHOr IpuMepa je mocedHor odsmka. OnHa
je jemHa AUCJyHKIMja, YUjU je CBAKHU JUCJYHKT KOH]YHKIUja, YUjHA j€
CBaKM KOHjyHKT MCKA3HO CJIOBO WJIM HEralja MCKA3HOI CJIOBa. 3a
TakBe (popMmyJie ce KaxKe Jla ce HaJla3e Y GUuCjYyHKITUu6H0] HOPMAAHO]
popmu. Lyamno Tome ducMo MOTIIH J1a KazKeMo J1a ce (hOpMyJIa HaIa3n
Y KOHJYHKWUSHO] HOPMAAHO] POPpMU, aKO je OHA jeJIHa KOHjyHKIIH]ja,
YHjH je CBAKU KOHjJYHKT JIUC]YHKIIN]ja, YUjU je CBAKH JUCjYHKT UCKA3HO
CJIOBO WJIM Heralyja MCKa3Hor cjioBa. [IpuMeTrnmo caMo j1a Ha OCHOBY
HaromeHe Kojy cMo Jasu npe Jedunumje 1.2 konjyukimje, ogrocHo
JIUC]YHKITHje MOTY Jia Oy/Iy je/ITHOUJIaHe Kao U IIPa3He.

Besnuk jgucjyukimje Mmoxe jeJHOCTaBHO Ja ce JiedpuHuIe moMohy
KOHJYHKITHj€ W HeTallfje, KA0 U BE3HUK KOH]YHKIIHFje TTOMONY BE3HUKA
JUcjyHKImje u Heramuje. Takohe, Beh cMo Bujiein KakKo KOHjYHKITA]Y U
JIUCjYHKITA]Y MOXKEMO J1a JieprHUIIEeMO TOMONY UMILIUKAIIAje U Hera-
nuje. Kao mocsieauity mpeTxo/iHOT pe3yJiraTra IMamo, JiakJje, ciejehe
TBpheme:

[TocneguuA 2.2.1. Ceakxa opmysa je exsusarenting HOPpMYL
Y K0joj ce 09 6e3nuKa jasnajy camo —, A\, camo -, NV UuAU UK CAMO
=, —. Haxae, 3a ceaxy uctunochy Gynkyujy aoctioje ogiosapajyhe
Ppopmyae Yy KOjuMa ce 0g 8e3HUKA ja8majy camo =, A, camo =,V Ui
UK camo —, —.

IloctoBa Teopema. Pesynrar koju cMO ynmpaBo JOKa3ajd HAM
KazKke Jia je Halll CKyIl IPUMUTUBHUX Be3HuKa {—, —} dyHKIMOHAIHO
MIOTIIYH — CBAKU UCTUHOCHO-(DYHKIIN]CKU BE3HUK MOXKEMO Ja JiepUuHm-
meMo ciryzkehn ce Be3HUIMMA U3 TOT CKYTIA.

Ca nmpyre crpane, ckyn Be3nuka {A,V,—}, npuMmepa paju, Huje
dyukmuonasHo noTnyH. To HHje TemKO ja ce BUJU, jep 3a CBaKy
dopMyIy ¢ Yy KOjOj ce 01 BE3HUKA jaB/bajy CaMO IIOMEHYTH U 38 CBAKY
BaJIyanujy v TakBy jga je v(g;) = 1, 3a CBaKO MCKa3HO CJIOBO ¢; € Qg
nmahiemo ma Baxku v(p) = 1. Jlakise, Hu 3a jeJHy TakBy DOpPMYIIy @
nehemo umaTu fa je —q; ~ .

MebyTum, noHeka 1 CKyIll Be3HHKa MOXKe Jia Oyle TakaB Jia HUje
CACBUM jeJIHOCTABHO JIATU OJIOBOD HA IHUTAIHE A JIU je OH (DYHKIIH-
OHAJIHO TIOTIYH win HUje. buyo du HaM 3aTO KOPUCHO KaJia OUCMO
MOIJIN Oda HabeMO HEKU Hy2>KaH 1 JOBOJbaH YCJIOB beHKHI/IOHaHHe II0T-
IIYHOCTU CKYIIa Be3HUKA 6 KOju OM HAM IMOMOTao Jia Ha TO ITUTAIbe
JIAKIIIEe OJITOBOPUMO.

TakaB jeman Tect (pyHKIIMOHAJHE MOTIYHOCTA CKYIIa BE3HUKA 6
hemo ma onmmemo y HactaBKy. Hbera jiyryjeMo aMepruakoM JOTHIapy
Emuny Ilocty. IIpe mero mrro To ypajumMo, IpBo Tpeda ma JeduHu-
IIIeMo TeT CKYIOBa Be3HUKA, KOju ce 30BY joir u llocttiosum Kaacama.

42



Hujenan o Tux ckymnoBa Be3Huka Hehe dutn pyHKIIMOHAIHO TTOTIIYH,
am he Ham ouTH HeomxoaHu Jia oucMo (gopmysmcasu [locTos Tecrt.

3a cBaky ucruHocHy byHKIUjy f € B, neduHUIIMO HEeH gya.a
fq HA cnenehn HaYMH:

Fl@n, -y mn) = f(f(f (@), - o (@)

Jla ducmo m3sarame YYUHUIN YUT/bUBHUjUM, 3/I0yIIOTpednheMo HaIry
HoTaru]jy 1a hemo mecro f-(x) nucatu —x, u caUIHO fieMo j1a 9uHIMO
U ca JIPYTUM UCTUHOCHUM (DyHKIMjamMa KaJia HaM TO Oy/e OMI0 Kopu-
cHo. I3 korrekcra he mehyrum yBek ja Oyje jacHO Jia Jii TOBOPUMO
0 BE3HUKY WM UCTUHOCHO] (DYHKIIMjU KOja U3a Hera CToju. ¥y OBOj
HOTAIWj!, JaKJe, IMaIl OHCMO fa gedbununumja msyanta f¢ gymkmmje
f omosro mariesa oBaxo:

fd(:z;l, cey ) = f (. ),

mTo je untpusmje. [Ipmvernvo camo ma je (f4)? = f, momrro je

(fd)d(xl, .. ,;L‘n) = _|_|f(_|_\l‘1, ceey _'_‘:I:n) = f(l‘l, ce ,l’n).

3a uctuHocHy GyHKIUjy f KaxKeMo Jia je camo-gyasHa aKO BayKu
f=r

[Ipumerunmo camo fa je f& = f, xao u f& = f,. Takobe, umamo 1a
je f& = f., vae je fy mcrunocHa dpynxuuja (cadbupame 1Mo MoxyIy 2)
KOja CTOjU M3a BE3HUKA uck.bywyjyhe gucjynrxuyuje:

T ‘ 4] H fr(x1,22)

11]1 0
110 1
01 1
00 0

Hujenna ox nperxomao modpojanux (pyHKIHja y OBOM Iacycy HHje,
naxje, camo-ayanana. Mehyrum, nmanmo ga je f4 = f-.

Casma hemo nma nedunuIeMo MonowWore uctunocHe dyuknuje. To
he butn nBe HynapHe uctTuHocHe pyHKIHUje u3 By, koucrante 0 u 1, n
3a n > 1 cBe dyuknuje f € B, TakBe Ja 3a CBaKO i = 1,...,Nn BaXKu:

f(.fUl, . ,:L’i,l,O,xiH, . ,.’L’n) S f(l'l, DR 7 s I 17$i+17 . ,CUn).

IIpumerumo 7a cy, mopej KOHCTaHTU U3 By U ucTUHOCHE (DYHKIH]jE
fa u fy MonoTOHE.
Ba ucrunocny byHKIHjy f € B, KaXkeMo J1a je AuHeapHa, aKo je

flx1,...,x,) =co+ 1y + -+ + iy,
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3a Heke KoedwuImjenre cy,...,c, € {0,1}. OBae je + cadupame 1m0
MOJIYJIY 2 0JI03r0, JOK je MHOXKEH€ - KOje HUCMO IT0CEOHO O3HaYaBaJIu
- caMO UCTUHOCHA (DyHKIHja f,.

[Tomro je nmuueapua dyHKImja ogpehena BpeaHOCTIMa KOEDUITH-
jeHara c;, MOYKEMO J1a BUJIUMO JIa N—apPHUX JIMHeAPHUX (PYHKITHja UMa
KOJIIKO W OMHAPHUX HU30Ba JIyxKuHe n + 1, ykymHo 2" 1. Jlakse, cBe
dyuxkiuje uz By u By cy nuneapue. Takobhe, ncrunocue dpyukmuje f.,
u f, cy JuHeapHe, IpUMepa PaJIu.

3Ba ucrunocuny ¢yakuujy f € B, kaxemo jga je 0—xoHctaniura
aKO BaKN

£(0,...,0) =0.

Cauano tome, 3a dyuknujy f € B, kaxemo na je 1—xonclaning
aKO BaXKU
f(a,...,1)=1.

Ba Besnuk x hemo pehu na je camo-jiyasan (MOHOTOH, JINHEAPAH,
0—KOHCTaHTaH WK |—KOHCTAHTAH), aKO je MCTHHOCHA (yHKIMja f,
KOja My 0JI'OBapa caMo-jyasHa (MOHOTOHA, JuHeapHa, ) —KOHCTaHTHA
w1 —koncranraa). Cinaro hemo jja auHUMO Uy ciry4ajy dhopmyiia
(0 Y 3aBUCHOCTH O/I TOTa KOja O] TOOPOjAHUX CBOjCTaBa HUMA OJI'OBa-
pajyhe ncrunocue dbynxmuje f, mocemyjy.

Cxym cBUX caMo-JyaJHUX Be3HMKa hemo ja o3HadaBamo ca SD,
CBUX MOHOTOHUX Be3HWKa ca M, cBux nnHeapHUX Be3HmKa ca L, mok
hemo ca Py u P; na osznauaBaMo cKymnoBe cBux ()—KOHCTAHTHUX U
1—KoHCTaHTHUX Be3HWKa, TUM pegoM. OBe CKyIOBe BE3HUKA 30BEMO
IHoctwosum xaacama.

TBPBEWBE 2.6.1. Heka je 6 ckyn Besumka u ¢ dopmyna. Onga
BazKH:

(1) ako cy cBu Be3HHIHN U3 B CcaMO-IyajHH, OHJA je U CBaKa
dopmyna ¢ y KO0joj ce jaB/bajy caMO Be3HUIM U3 B camo-
JIyaJiHa;

(2) ako cy cBu Be3HWIU U3 B MOHOTOHH, OHJA je U CBaka (Hop-
MyJIa ¢ Y KOjOj Ce jaBjbajy caMO BE3HHIU U3 6 MOHOTOHA;

(3) ako cy cBu Be3HMIIM U3 6 JIMHEAPHH, OHJIA je U CBaka (hop-
MyJIa ¢ Y KOjOj Ce jaBjbajy caMO BE3HWI U3 6 JIMHeapHa,;

(4) ako cy cBu BesHuIm M3 6 0—KOHCTAHTHHU, OHJA je W CBaKa
dopmyna ¢ y Kojoj ce jaBibajy camo Be3HUru n3 6 (—KoH-
CTaHTHA;

(5) ako cy cBU Be3HHIM M3 6 1—KOHCTAHTHH, OHJA je U CBaKa
dopmyna ¢ y Kojoj ce jaBsbajy camo Be3HUIM u3 6 1—KoH-
CTAHTHA.
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JIOKA3. OBue hemo ja jgamo camo ckuily jokasa TBphema (2).
Ocrasia ce TBphema J1oka3yjy candaao oBoM. [la ducmo mokazamnu (2),
JIOBOJbHO he OWTH J1a TIOKarkeMo Jia ako je f € B, ncruHocHa (pyHK-
Ija Koja MOYXKe JIa ce JI0OMje KOMIIO3UITNjOM MOHOTOHUX MCTUHOCHHUX
dyHKIIja, OH/IA je U f MOHOTOHA.

[IpernocraBumo ouga 1a je f € B, jenna takBa dyuxmnuja. Tama
nocroje dyukmnuje g € B, u ¢g1,...,9, € B,, Koje cy MOHOTOHE U
TaKBE J1a BAXKU:

flxy,..oyzm) =g(gi(x1, .oy 2m)y ooy Gu(Tr, oo T))-
Heka cy (z1,...,Zm) u (Y1,-..,Ym) ABe m—10opke u3 {0,1}™ Takse
maje x; < y;,3acBako i = 1,...,m. Ouma hemo, 3a cBako i = 1,...,n
UMaTH Ja je
9i(@1, - Tm) < Gi(Y1s -, Ym),
HOIITO Cy cBe OBe (PYHKIUje 110 MPETIOCTaBIM MOHOTOHE. Takohe

9(g1(Z), ..., 9.(D)) < g(91(F), - - -, 9 (¥))

(e je & = x4,. .., %y U CAMIHO TOME 32 %) HOIITO CMO MPETIIOCTABHU-
Jm f1a je u pyHKImja g MmoHoToHa. Jlakiie, nmMmamMo J1a BaxKu

f(xlw")xm) < f(yl,;ym)
ma je u pyHKIMja f MOHOTOHA. -

Kao nmocnenuiy mperxomamnor TBphema nmamo ciejehe.

[TocneguUA 2.2.2. Heka je 6 cxyt sesnuka. Taga sasicu caegehe:
(1) axo € C SD, onga 6 Huje PynKuuoHaIHO TOTLTYH;
(2) axo € C M, onga 6 Huje PyHKUUOHAAHO TOWTYH;
(8) axo 6 C L, onga 6 nuje dyrkyuonaito GowWaAYH;
(4) axo 6 C Py, onga 6 nuje Pynkyuonanto GowWUYH;
(5) axo 6 C Py, onga 6 nuje pynkyuonasno GOWMUYH.

JIoKA3. /la ducmo mokazamnu Ja Baxku (1), IpECeTHMO ce Ja CMO
rope HAIIOMEHYJIU J1a /A Kao HU V HUCY camo-ayaJau. /lakie, Ha ocHO-
BY IIPETXOJIHOT TBphema, T ce BE3HUI He MOT'y JeUHUCATH TOMONy
Be3HUKA U3 6.

Jla ducmo Buzenn na Baxku (2), Tpeda caMo Jia IPUMETHMO JIa —
HEje MOHOTOH Be3HUK. 10 je 3aro mro je f-(0) = 1, nok je f-(1) = 0.
Jlakse, Heramuja He MOXKe Jia ce jeduHuiire moMohy Be3HUKA KOjU Cy
CB1 MOHOTOHMN.

3a TBpheme (3), m0BOJBHO je Ja 3HaMO Ja A Huje JuHeapHa. Ko
JIMHeApHUX (PYHKIHIja, aKO je BPEIHOCT KoeduIdjeHTa ¢; jeaHaka 1,
OoHJa he mpoMeHa BPEeIHOCTH i{—Te IMPOMEHJbUBE YBEK Jia JIOBeJe JI0
IpoMeHe BpeHoCTH pyHKIuje. MehyTum, mpuMeTnMo caMo J1a IMaMo
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Aa f/\(lvl) 7é f/\(l,()), a/a f/\(071> = f/\(070) rZLaK'Hea KOijHKHHja
He MoKe Jia ce jedunuire moMohy Be3HUKA KOjU Cy CBU JIMHEAPHU.
Ha ducmo Bumenu na Baxke tBphema (4) u (5), MOBOBHO je Ja
MIPUMETUMO Ja BE3HUK eKBUBaJleHITHje HHje ()—KOHCTaHTaH, JIOK Be-
3HUK HUCKJbyuyjyhe nucjyukmuje uuje 1—kouncrantan. Jlakse, Ta j1Ba
Be3nnka Hehe mohu momohy BesHuka u3 ckynosa 6 us (4) u (5), Tum
pesoM, na ce JiepUHUIITY. .

Cama moxkemo ga dopmymnumiemo IloctoB Tect dynkimonasne
IIOTIIYHOCTH CKYIIOBA BE3HUKA.

TEOPEMA 2.3 (IlocroBa Teopema). Heka je 6 cxkyu sesnuka. Onga
je 6 Pyrruuonasto GowUYH aKo u camo axo 6 nuje wogekyt og SD,
€ nuje wogerytu og M, 6 nuje togekyt og L, 6 nuje togexkyt og Py
u 6 nuje uogekyt og Py.

[Ipe mHero mTo gaMo J0Ka3 OBe Teopeme, MPBO hemo Jia HaBee-
MO jeJIHY IheHy eKBHBAJIEHTHY (pOpMYJIANAjy KOja Ce CIIYKHU TT0jMOM
uctunocue dyukmuje. To je 3aTo mro he Ham OUTH jeTHOCTABHUjE A
TBphema Koja he mam OuTm HeomxomHa 3a Joka3 I[loctiose wWeopeme
dopMmyuIeMO 1 JIOKaXKeMO 3a Te (PYHKIHje, ajJu je CBe IITO heMo
pehu ekBUBaJIeHTHO OJiroBapajyhuM TBphemuMa Koja ce TUIY HAIIIX
MCTUHOCHO-(DYHKIINjCKUX BE3HUKA.

Tako hemo y HacTaBKy J1a KayKeMo Jia je CKyIl UCTHHOCHUX (DyHK-
1uja pyHKIMOHAIHO MOTIIYH, Ka/la Y CTBAPU MUCJUMO JIa CKYII IbUMa
oaropapajyhnx Be3HHKa MMa TO CBOjCTBO. VaKo cMO ce U MU y OBOM
OJIEJbKY CJIYKUJIW HOTAIMjOM KOja OM MOIJIa Jla Cyrepuiie JpyKduje,
He Tpeda Jia ce 3adopaBU Jla BE3HUIM HUCY (PYHKIHUje, OHH Cy €0
je3rWKa m Ta pasjimKa He Tpeda Jia ce Tyou U3 BUJIA.

ExBuBasientna dopmynanuja [loctiose Weopeme KOjy CMO TOpe
CIIOMEHYJIA TJIACH:

I[TOCTOBA TEOPEMA (apyru odsuk). Ckyl ucl@uHOCHUT GyHKuuja
F je dynxuuonasno wowdyr axo u camo axo Uocoje dynruyuje
fi,--., fs € F, waxse ga je

f1(0,...,0)=1  fp(1,...,1) =0,

pynryuja fz nuje camo-gyasna, fi Huje MoHOWOHA G f5 Huje AuHe-
apHa.

Uneja mokaza Teopeme, 371eCHa Ha JIeBO, je cienelia (apyru je cmep
CACBUM j€JTHOCTABHO JOKa3aTU HA OCHOBY OHOTa IIITO CMO PEKJH 10
caza). [Ipso hemo na mokazkemo ja ciyzkehu ce dyukiujama fi, fa, f3
n fy MoxkeMo Ja jgeduHUIIeMO f-, Kao M 00e KOHCTaHTHE (DyHKIHUje
u3 B;. Ilocne Tora hemo nokasaru jia, ciyzkehu ce jorn u pyHKITjOM
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f5, MmoxkeMo 1a medunuiemo GyHKIHUjy f, Koja he 3ajemno ca f- ma
YUHU jeTaH (DYHKIIMOHAJIHO IMOTIYH CKYII UICTUHOCHUX (DYHKITH]A.

HATIOMEHA. IIpe mero mro mamo nokas [loctiose tweopeme jesiHa
je HaroMeHa Ha MecTy. Pekyim cMo ja he HaM /b OUTH J1a ITOKAXKe-
MO KakKO CJyKehu ce HeKMM WMCTUHOCHUM (DYHKIHjaMa, HEKe JIpyre
UCTUHOCHE (PYHKIMje MOKeMo Jia jedunuiremo. buhe Ham o1 Kopu-
CTU aKO 3a TPEHYTaK 3aCTAHEeMO U IIOTJIEJaMO YMME€ CB€ Y TaKBUM
neduHUIIIjaMa MOXKEMO J1a ce cayKumo. Hemrro nmpernusnunje pedeHo,
aKO MMaMO CKyI HCTUHOCHUX (pyHKIuja 9B 3a 4uje 3aTBOPEHE TBP-
JIMO JIa IMHHU CKYI CBUX MCTHHOCHUX byHKImja |, By, IpuMeHom
KOjUX ollepaliija Ha eJleMeHTe CKyla 98 CMO TO 3aTBOPEIbe TeHepPUca-
mu? To je nutame y Be3u ca ciegehnm BaXKHUM MIOjMOM yHUBEP3aJIHe
ajreope.

Axo je B cxyn ncrtunocHUX hyHKIMjA, oHIa hemo ca [FB] ma o3Ha-
JaBaMo kA0H reHepucan cKynom AB. To je HajMamu CKyIl UCTUHOCHUX
dyHKIMja TaKaB /18 BaXKW:

(1) % C [%];

(2) [AB] campxku cBe upojexuyuje T(X1,...,Tym) = Tk, TAE CY
1y, €{0,1}ul <k <m;

(3) [AB] je 3aTBOpEH 3a KOMUO3UUUY, Tj. KO CY Gy J1y---,Gn Y

[B] u g € B, 10K ¢y g1,-..,9n € By, onga je u cieaecha
dbyukmmja y [B]:
g (1, o)y ey g1, o Tm))-

Jla ducmo doJbe pasymesin oBaj mojaM, JaheMo HEKOJIMKO CACBUM jejI-
HocTaBHUX npuMepa. [IpBo, mpumeTrnmo ga ako HaM je j1aTa pyHKIIIja
f € By, onsia MOKeMO J1a Jie(pUHUIIIEMO

f(ﬂ'%(xla 113'2), 7T%(af"h 1‘2)),

u 1o je dyHKImja Koja map (xy,xs) upeciukasa y f(zq,x1). Hakie,
ciry2kehn ce KOMIIO3UIT]OM U TIPOjeKITnjaMa MOYKEMO J1a, UepMy Uiy jemo
aprymenTe Hamux dyakiuja. Ca apyre crpane

f(mi (@1, @), 71 (@1, 22))

je dyukuumja koja nap (xi, ) npeciukasa y f(zy,z;). dakie, apry-
MEHTE MOXKEMO U J1a u3jegnauasamo. OCIM Tora, MOKEMO J1a JT0/1ajeMO
jOII U UpusugHe apryMmeHnTe o KOjuX BPEIHOCT (PYHKIUje HE 3aBUCH:

f(ﬂ'%(l’l, T2, 1‘3), 7T§(£C1, T2, .’173))

Osna nocienmwa dyHkmja Tpojry (1, T2, x3) upecaukasa y f(x, x3)
U He 3aBHCHU OJ] BPEJIHOCTHU JPYTOr apryMeHTa.
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Kao mrro je jemnocraBHO Jia ce BUJU y CJy4ajy HU3jeIHAYABAIHA
aprymeHara, 9ecTo hemMo mMaTH Ja KOMIIOHOBameM (YHKIHja KOje
cy apHocTH > 2 jooujaMo PyHKIMje Koje Cy 3aUpaso Marmke apHOCTH.
Mebhytum, KOMIIoHOBameM (DYHKIIHja OJT KOJUX HUjeHA HUje HyJIap-
Ha, Tj. exeMenT ckyna {0,1}, ne moorcemo na TeHepHUIIEMO HyJIapHe
dyHKIHIje.

Ia ducmo oBaj MPOOJIEM PEIIUIA, MOYKEMO Ja JIOIYCTUMO jOII U
omneparnjy Koja he cmarutiu apHOCT (DYHKINjE eTUMIHACAIHEM OHIX
apryMmeHaTta oJi KOjux BpejHOCT Te dyHKIHje He 3asucu. Jlakie, mMo-
IJIu OMCMO Harry JeWHUIN]Y KJIOHA Ja JOIMYHUMO joIr u ciegehum
YCJIOBOM:

Axo je dyukuuja g € B, v [B] u 3a cBe x1,...,%y,y u3 {0,1}
MMaMO J1a BaXKU

91y Ty ) = G(T1y e T, Yy T 1« ey T,
oHza je n dyHKIHja ¢~ € B,,_1 eJeMeHT KJoHa [9B], rie omer nMamMo
JI& 38 CBE T, ..., Li 1, Titly-- -, LTy 13 {0,1} Bakn
g_(xlw"7$i—17mi+17"'7xm) :g(xla"'7$i—17wi+1a"'7xm)7

3a npoussosbHO Y u3 {0, 1}.

Omno mro he Ham oBo oMoryhuTtu jecte j1a U3 KOHCTAHTHUX (PYHK-
ja jeHor aprymenTa jodujemo koucranre u3 {0, 1}, Tj. oarosapa-
jyhe mymnapue dpyukmnuje. Hade cBe MTO MOXKEMO Ha OBaj HAYWH 14
TeHEePUIIIEMO MOTJIM CMO HMCTO TaKO W paHuje, He ciyzkehm ce oBoM
OITepalfjoM.

CaJta MOXKeMO Jla ce BpaTHMO J0Ka3uMa TBphema Koje cMO paHuje
najaBmwin. Jlakie, na ducmo nokazanu [loctiosy Weopemy duhe nam
notpedHa JiBa nmomohua tephema. [IpBo ox mux je cienehe:

TBPBEE 2.6.2. Pynknuja f, Kao u 00e KOHCTAHTHE (PYHKIHje
jeTHOT apryMeHTa MOry jia ce aedwuHury momohy dyukmmja fi, fo, f3
n f; omosro.

JokA3. IIpso hemo ga nocmarpamo natre dpyuknuje fi u fo u ga
UM HU3jeHAYUMO apryMeHTe Jia OUCMO JAeUHUCAIIN:

g1(x) = fi(zx,..., )
Kao 1

g2(z) = folz, ..., x).
Osze MOXkeMO Jla paszjmkyjeMo jBa ciaydaja. Vm je gi1(1) = 1, na
je g1 KoHCTaHTHa (PYHKIIHja KOja YBEK Jiaje BPEIHOCT jeJlaH, WU je
g91(1) = 0, ma je g1 dyskmuja f.. Comano Tome, byHKIMja go je
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WM KOHCTaHTHa (DYHKIMja KOja yBeK Jaje BPeIHOCT HyJia, WA je
byrxumja f-.

[Tormrro kaja mpumennmo GyHKIHUjy f- HA Ma KOjy O KOHCTAHT-
HUX (DYHKIHja jeTHOT apryMeHTa JI00MjaMO OHY APYTY, MOXKEMO 12
3aKJbY IUMO J1a WM MOXKEMO J1a, jiebuHuIemMo f,, mim ode KOHCTAHT-
He (PYHKIIHje jeJHOT apryMeHTa, WK IMaK CBe TpHU (pyHKIH]e.

[IpernoctaBumo 1pBO j1a MoxkeMo jia gedunuiiemo f-. Ilocma-
TpajMo Hamry yHKIHjy f3 Koja Huje camo-jayastHa. [lakie, mocroje
HEKU T1,...,T, u3 {0,1} Taksu jga BayKu

f3(l'1, ceey il}'n) = fg(_\l’l, e ,_\.flfn).
AKO ca/ia, CJIM9YHO OHOME IITO CMO HMaJId Ha IIOYETKY OBOI' OJ€J/bKa,

y3MeMO J1a je, 3a CBaKO ¢ = 1,...,n:

HUITa 38 T; = 1,
€ —
- 3a x; =0,

OHJIA MOYKeMO J1a j1edpuHAIIIEMO PYHKIU]Y ¢ jeTHOT apryMeHTa Kao:

g(z) = filez, ..., ex).

Ona hemo umaTn 18 BaXKu:

g(1) = fs(x1,...,2,) = f3(—xq,...,—z,) = g(0).

Hakme, dyHkiuja g je KoHCTaHTHA (DYHKIINAja jeTHOT apryMeHTa, 11a
nmoMmohy e n dyHkmuje [ MoxkeMo Ja JedUHUIEeMo u JIpyry KOH-
CTaHTHY (DYHKITA]Y.

Ca npyre crpaHe, IPETIIOCTABUMO Jia MOXKEMO Jia JeduHuIe-
MO 00e KOHCTaHTHe (DYHKIIHje jeJIHOI apryMeHTa U MOCMATpajMo Ha-
my dbyuxnujy f;. Ilomro ona muje MOHOTOHA, TO 3HAYU J@ MOCTOje
(1, xn) 1 (Y1,-..,Yn) w3 {0,1}" TakBu na je x; < y;, 3a CBAKO
1=1,...,n aau

f4(1’1, e ,SL’n) > f4(’y1, e ,yn)

Jpyrum peumma, uMaMmo J1a je

f4(£l?1,...,£l)n) =1 Hf4(y1;-'-,yn) =0.

Y3MuMo cajia Ja je:

x 3a T; < Y,
€T =
Z; 3a Ty = Y.

[IpumeTnmo camo Jla cy HAM rope OuJie HEOIXOJHE JIBe KOHCTaHTHE
dyukiuje 3a ciaydajese kajia je x; = y; = 0 u x; = y; = 1. Ciyxxehn
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ce pyHKIIjoM f; casma MoxkeMo Ja jgeduHumeMo f-, oBaKo:

f-(x) = falerzx, ... e,x).

Ia ducmo TO BHIEHM, cAMO Tpeda Jga IPUMETUMO J1a je

f-(0) = fa(zr, .. @) =1,
Kao n
f-(1) = falyr, -+, yn) = 0.
4

[Ipe mero mro JI0KaxkeMo APYro TBpheme Koje he HaM OuTH IIO-
TpedHo ja ducmo jokazanu [loctiosy weopemy Tpeda J1a 3HAMO jOIIT 1
crenehe. Axo je f(x,...,x,) ncrunocua GyHKIHja, OHJIA OHA MOXKE
Ha jegquHciiger HAYUH Jla ce TpejcTaBu momohy Takozsanor XKera.a-
KUHOB0T TUOAUHOMA

Co + E Ciy.i,Ti; - - - Ty,

k>0;1<i1 << <n

TJe Cy Co, Ciy.ip, € {0,1}. OBme cMo ca ) | 03HAYM/IN YOIIITEHY Olepa-
nujy 4+, caduparba 1Mo MOJy/Iy 2, Kao y JIepUHUIIN)U TTojMa JTuHeapHe
dyHKIIje Tope.

Jloka3 TBphema M3 MpeTxXoHOr macyca HUje TeXKAaK W TIUTAJIALL
moxke na ra Habe y kmusu [7] (B. Bagarak 11 ma crp. 208). Cana,
oMoy Tor pesy/arara MOKEMO Jia JIOKayKeMO JAPyro TBpheme Ha Koje
hemo sa ce ocioHnMO Kaja Oyaemo jpokasusaau [locitiosy weopemy
(B. [7], Bamarak 22 ma crp. 211).

TBPBEWE 2.6.3. Ciuyxkehu ce dyukmujama fi, ..., f5 MoxKeMO 1a
nedununreMo GyHKIAJY fa.

JoKA3. Ilomro namra dyHKImja f5 HUje JuHEApHA, IIOJTUHOM KO-
ju joj oarosapa Mopa Ja CaJp:KH MOHOM OOJIMKA T;T;p TJe Cy & 1 j
TakBU Ja Baxku 1 < 4,5 < n, i # j a p je MPOU3BOJI HEKUX O] IPEOCTa~
JIMX TPOMEH/BUBUX U3 {T1, ..., Ti—1,Tit1, .-, Lj—1, Tjqly- - -, Ty} AN
jemak p = 1.

[Tocmarpajmo cajja HeKn TakaB MOHOM Ca HajMarbUM OpPOjeM IpOo-
MeH/buBHUX y p. CBaKOj TPOMEH/bUBOj U3 p NeMo /1a IIPUITUIIIEMO BPEI-
noct 1 ma hemo mmaru ga je p = 1, nok hemo cBuM ocrtajaum 1Tpo-
MEeH/bUBHMa, OCUM T; U Tj, Ja npunumemo spegnoct 0. Tume cmo
dbyuknujy f5 cBenn Ha GyHKIMjy h 1Ba apryMenTta, Koja Takohe Huje
JINHeapHa:

]’L(.’L’Z‘, I‘j) = C + CiT; + CjIj + l‘ix]‘.
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Cay:xehu ce dpyakimjom h Mmoxkemo fa gedununiemo byHimjy f asa
aprymenTa Ha cjiejehu HavumH:

f(@isxy) = hwi + ¢, x5 + ¢i) + co + ¢icy.
Huje Temko ma ce nmposepu 1a he taga Baxutu ga je f = fa. .

Caga Mmozkemo f1a ce Bpatumo joka3y lloctiiose weopeme KOju CMO
paHmje HajaBUJIN.

J1okA3 [TOCTOBE TEOPEME. Ilpumerumo mpBo ja, ¢ jieBa Ha Je-
cHo, TBpheme jeaHOCTaBHO cileiu Ha ocHOBY Ilocienurie rope.
Jep ako je Ham CKyn Be3HMKa 6 HOJCKYII jeJHOr O IIeT CKyIoBa U3
TBphema, oH/la OH HUje (DYHKIIMOHAIHO TOTIIYH.

Ia ducmo nokazaju TBpheme 3J/ieCHa Ha, JI€BO, IPUMETUMO IIPBO
12 Ha ocHOBY TBphema u KOja CMO JIOKa3a/d CJIeIu Ja
cayxehn ce Besnunuma u3 € MoxkeMo Ja JeUHANIEMO Be3HHKEe — 1
A. Mebyrum, ckyn Be3uuka {—, A} je, kao mro Beh 3HaMO, GyHKIH-
OHAJIHO MOTIYH IIa je TeopeMa JIOKa3aHa.

_|

[Tornenajmo cajga Kako HUCMO MOTJIH JIa CE€ MOCTYKUMO TECTOM W3
Iloctiose teopeme na ONCMO TPOBEPUJIN JIa JIA j€ HEKHM CKYIl BE3HHKA
dyHKIIMOHAJIHO TTOTIYH. /la OucMo TO Ha IperyieaH HAYUH IIPEICTa-
BUJIK, KOHCTpynucahemo tako3Bane [lociiose wadauue.

|Po P, SD M L

AN+ + -+ -
Vi+ + -+ -
-l - - 4+ = +

Kaa xkemmmo J1a mpoBepuMo J1a JIn je HEKU CKYTl Be3HUKa (PYHKITHO-
HAJTHO TOTIIYH, Tpeda caMo 3a Te BE3HHUKE J1a HAIPABUMO TadJIUILY Kao
rope | Jia BIJIMMO JIa JI C€ Y CBAKO] OJT KOJIOHA 3HAK — jaB/ba MaKap
jemuom. To 3HaYM 18 BE3HUK KOJU Ce€ Yy TOM Pejy HaJla3W He IPUIaIa
oarosapajyhoj Ilocrosoj kmacu. Ilomro Tabdbmuia Kojy cMo rope Ha-
[IPABUJIN UMa TO CBOJCTBO, MOYKEMO JIa 3aKJbYYUMO J1a je CKYIl BE3HUKA
{—, V, A} dyHKIMOHAIHO MOTIYH, MTO CMO HapaBHO Beh 3HAIM.
Axo caza morsegaMo Tadmiy 3a CKyIm Be3HHKa {7, A}

|Po P, SD M L

+ o+ -+ -
- - 4+ -+

A

—
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MOYKEMO JIa BUJIIMO Jla Ce€ y CBAKOj OJ KOJIOHA 3HAK — jaBJ/ba MaKap
jEJIHOM IIa je U OBaj CKYN Be3HUKA (DYHKITMOHAJIHO MTOTIYH. MehyTum,
aKO TOrJIeIaMo TadJIMIly 3a CKyI Be3Huka {A,V}

\PoplsDML

— _|__

BUJIMMO JIa €aJla Y OBOM CKYIy HEMa BE3HUKA KOJU HE IPUIIAJIA]Y
ckynosuma Pgo u Py, ka0 Hu Be3Hmka koju HHUje MOHOTOH. Jlakiie,
MOXKEMO JIa 3aKJ/by4IUMO Jla Taj CKYI Be3HUKa HUje (HPYHKIIMOHATHO
ITOTIIYH.

[TomTo cmo Buaenu Ja jeJlaH BE3HUK MOXKEe Ja INpHUIajga Behem
opojy IlocToBux Kitaca, MOKEMO JIa Ce IMIUTAMO JIa JIX IIOCTOje BE3SHUIN
KOjU He TIPUIAIajy HUjeIHO] o1 tbuX ! TaKBU BE3HUIIM IIOCTOje U €CTO
ce Ha CBe BuX cKyna pedepupa Kao na Illepepose sesrure. ima crera
JIBa TaKBa OMHApHA Be3HUKa, T 1 |, a Tad/uIe Koje hUMa 0JIroBapajy
cy cuenehe:

x| @y || fr(zn, ) | fi(2, 22)

1]1 0 0
110 1 0
011 1 0
010 1 1

IIpBu o oBuX Be3HUWKAa ce moHeKa ]  u caMm Hasuba IlledepoBuM Be3HH-
KOM M jeJIHOCTABHO je Jla Ce BUJM JIa Hbera MOXKeMO Ja JIeUHUIIEMO
Kao Heramujy KOoHjyHKIje. Ipyru Be3Huk ce monekaJ Hasusa u Ilep-
COBOM CTPEAOM U Ebera, TePUHUIIIEMO Ka0 HeraIujy JucjyHKIimje. AKo
cajia torsiegamo IlocToBy Tad/uily 3a oBe Be3HUKE:

|Po P, SD M L
|
\L__

BUIMMO J1a je cBaku o1 ckynosa {1} u {]} dyukimonaaso normyn. To
cy jequau (hyHKIMOHAJIHO TMOTIIYHU CKYTIOBA OMHAPHUX BE3HUKA KOjU
cy cunrsironu. HymapHux Kao Hu yHAPHUX TAKBUX BE3HUKA HEMA, AJIl
OHU 3aTO TOCTOje Yy CBAKO] apHOCTH N > 2 W MMa UX YKYITHO

n__ n—1__
22 2 22

Teopema komnakTHocTu. Crenelia jeaqHocTaBHa jgeMa Koja yo-
HINTaBa [IOCJC/IHha JIBa TBphema U3 33/1aTKa JIOBOJIU Y BE3y II0j-
MOBe CeMaHTHUYKe HOC/IeuIle U 33/10BOJbUBOCTH:
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JIEMA 2.1. Hexa je T' apoussoman cxyt dopmyara u @ @hopmyaa.
Onga saorcu T' = ¢ axko cxya I'U {—p} nuje sagosonus.

JIoKA3. Axo Baxu I' = ¢ u ckyn 'U{—p} je 3amoBopus, y3mMmumo
Basryanujy v Koja 3amososbasa I' U {—p}. Ilomro v 3amoBomasa I n
—p, cequ Ja I' = . Y cynporHoM cMmepy, ako ckyn I' U {—p} Huje
3aJ10BOJBHB 1 [ [~ ¢, y3MuUMO BaJlyalujy v Koja 3a/10BosbaBa ' aiu He
u . 3a TakBo v Baxu na je v(—y) = 1, 1j. v 3a;10BO/BABA T 1A OBa
BasIyarnuja 3a08ospasa u I' U {—¢}. .

Creneha Teopema je jean o1 HajBaXKHHUjUX pe3y/ITaTa KOju Ce
TUYe CEMAaHTUKE MCKa3He JIOTUKE.

TEOPEMA 2.4 (Teopema xommaktHocTn). Ako je I' xonauno sago-
6onu6 crkyl Popmyaa, onga je I' 3agosomus.

Ha ducmo J1oKa3aJm OBy TeopeMmy, IIpBO heMo j1a JIOKaxXKeMo jeIHO
moMohHO TBpheme.

TBPBEWBE 2.1. Axo je I' xonauno sagosonus u ¢ je dopmyaa,
onga je jegan og cxyuosa, I'U{p} uau T'U{—¢}, konauno sagosonus.

JoKA3. IlpernocraBumo jia je I' KoHAYHO 3a/I0BOJBUB U A CKYII
T'u{y} uuje konauno 3amoosbus. [Tokazahemo na orma ckyn F'U{—p}
MOpa Jia Oyjie KOHAYHO 33/I0BOJHUB.

Heka je Ty C T" konauan ckyn takas ja I'gU {¢} Huje 3a10B0/51B
u yamuMo ja je I'y nmpomsBosban Konadan nojckyn o I'. Ckym 'y U
I'y je xomauanm mojckyn ox I', ma je Ha OCHOBY XUIIOT€3€ TeOopeMe
3a710B0/buB. TO 3HAYM Jla OCTOjU Basyaruja v Taksa ja je v(y) = 1,
3a cBako ¥ € ['g UT';.

[Torro Bastyammja v 3amoBosbaBa [y, nmahemo 1a je v(p) = 0 ma
je v(—p) = 1. JakJe, Basyamnmja v 3a/10BOJbaBa CKYIl

FU U Fl U {_N,D},
na Tako u ckyn I'1U{—p}. pyrum peanma, ckyn I'U{—¢} je koHauHO

3aJI0BOJbUB U TUMeE je TIOMOhHO TBpheme JTI0Ka3aHo. .

JoKA3 TEOPEME [2.4] Bparumo ce cana pokasy Teopeme xom-
aaKkWHOCTWY 1 TIpeTrocTaBuMo Jia je ' konauno 3ajoBospuB. Heka je

P15,P25 -«

HI3 KOju caJpku cBe uckasue dopmyste. Casa hemMo pekyp3uBHO 12
nedunumemo ckymose Iy, 3a n > 0, nomasmu o ckyna [

Heka je I'y = I'. IIperniocraBumo j1a cy ckynosu Ly, ..., 1", nedu-
Hucanu, Ja Baxu g C --- C I'), (oBakBe HU30Be CKYIIOBA IOHEKA/I
30BEMO U MOHOWOHO pactiyfium) u aa je T',, Konauno 3ajoso/bus. Ha
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ocHOBy momohHor TBphemba, jeman je ox ckymosa Iy, U {y,11} nm
I, U{—¢n+1} KOHAUHO 3a10B0/bUB. Heka je
Fn—i—l - Fn U {Spn+1}7

ako je ', U {p,11} xonauno 3amoBosbuB. Nuave, Heka je

Lo =T U{—~¢@ni1}
Cama mmamo ma Baxku g C --- C I',yq n ckyn [',,1 je KoHauIHO
3a10B0/buB. eduHummmo
T = J T

n>0

Ckym 'y, je KoHaYHO 3a0BOJBUB, IIOIITO je cBaku KoHadaH A C
' cagpxkan y mexkom I[',,. OBaj ckymr ', 30Bemo jorr u makcumasium
KOHAYHO 33J0BO/bUBUM CKymloM. To je 3aTo 1MITO 3a CBaKky (pOpMyJIy
© umamo Ja Baxu ¢ € 'y, mmm —p € I'y (ako je ¢ mpomsBo/bHA
dopwmysa, oHsla TOCTOjU HEKO 1 > 1 TakBoO Jia je ¢ = ¢,, — Ha OCHOBY
KOHCTPYyKIje mmMaMo fa ¢ € I'y, mmu —¢ € I';, a 3samo 1a je I'), C
I'y).

Hedbuaumumo cajga Baayannjy v, Ha ciaeaehn HauWH:

{ 1 akop; € 'y,

vs(pi) = 0 ako —wp; €I's.

Tepaumo ja 3a cBaky dopmyny ¢ Baxku ¢ € [y, ako u camo ako
v(p) =1.

[Iperxomano hemo j1a moKaKeMO MHJIYKITUjOM TI0 CJIOYKEHOCTH (hOp-
Myse . AKo je ¢popmysia  UCKa3HO CJIOBO P;, OHJIA HA OCHOBY Jedu-
HUIje OCHOBHE BaJIyalluje v, NMaMO

v(pi) =v(p) =1 p; € .
Axo je dopmyita ¢ odmka —1), OHJ/IA TMAMO
v(p) =1 v(y) =0
S Els
s ) € Ty
S el
Jlpyra oj1 ekBUBaJIEHIIN]a TOPE BaXKM HA OCHOBY MH/IYKTUBHE XUIIOTE3€E

a Tpeha Ha OCHOBY MaKCHMAaJIHOCTH CKyTma ['..
Axko je bopmyna o odiuka ) — o, oHjIa ieMo UMaTH 18 BaXKu

v(ip)=1<v(®) =0wmuv(c) =1
Spe¢l,mmoely
S el mmmo €.
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[Tpermocrasumo cazga ja je v(y) = 1. Iomro je I'y, KOHATHO 3810BO-
puB, uMamMo Jga {1, (¢ = o)} € ' xao u {0, (¢ — o)} € I.
Haxne, =(yp — o) ¢ I'y, na umamo na je ¢ — o € I'.

Ca mpyre crpane, npermoctaBuMo ja ¢ — o € ['y. Ilomro je
', KOHAYHO 3aJI0BOJBYB, UMaMO Ja {1, 0,1 — o} € T'y. Hakie,
wim ¢ ¢ T wim maxk -0 ¢ 'y, 1j. 0 € T'. Onmatie, Ha OCHOBY
eKBUBaJIEHIINja Tope umamo Ja je v(y — o) = 1. =

[MocneauuA 2.4.1. Axo je I' = ¢, onga tocwoju konauno I'o C T
waxeo ga je Lo = ¢.

J1okA3. Ilpermocrasumo ma I'y = ¢, 3a cBako konauno 'y C I
Ha ocuoy Jleme 2.1 umamo na je To U {—¢} 3amoBombus, 3a cBako
kona4dHo 'y C I'. Makse, ckyn I' U {—¢} je KoHAYHO 3a70BOJBUB, ma
je Ha ocuoBy Teopeme rwomuaxwnocwiu (2.4) 3amososbus. Tlonoso Ha

ocHoBy Jleme umamo 1a je I' = . =

BAIATAK 2.2. Jlokaotcutue ga [locaeguua aosaavy Teopemy
2.4 u ga cy Wako osa gea wepherva ex6UCAACHTINA.

ITocsenuite komnakTHoCcTH. Teopema komuarmnocmy (2.4) je
BPJIO KOPUCHA Ka/la 2KEeJTMMO J1a CBOjCTBa KOHAYHUX CTPYKTYypa IIPO-
IMUPUMO Ha HUXOBe OeckoHadHe Bapujante. I[IpBo hemo 1a HaBeiemo
jeJIHy HeHy HOoCJIeTuIly U3 Teopuje rpadosa.

JEonuHUInIA 2.7. I'pag je ypehenu nap G = (V, E) rue je V # ()
ckyn uBopoBa rpada G, a F ckyn usuna osor rpada, tj. F je ckyn
Heypehenux maposa {z,y}, rae cy  # y usoposu. 3a mojckyn W C
V', ungyrosanu wogipad Glw = (W, E') nma 3a CKyIl CBOjUX UBHIIA:

B ={{zy} |2,y e W}

Bojerwe rpaba G = (V,E) y k boja je jenna dyukmuja ¢ : V. —
{1,...,k} rakBa na, ako je {z,y} € E, onna je c(x) # c(y).

TEOPEMA 2.5. IIpebpojusu padp G = (V, E) gouywita bojerve y
k 6oja axo u camo axo cearu 1elo6 KOHAMHU UHJYKOSAHU TOGIpagd
gouywia dojerve y k odoja.

Joka3. C neBa Ha JiecHO, mpeTmnocTtaBuMo ja rpad G momyrra
bojeme y k doja m meka je ¢ : V. — {1,...,k} npousBosbHa (DyHK-
uja dojersa. Y3mumo na je G|y mpon3BosbaH KOHAYAH WHIYKOBAHU
noarpad ox G. Onpa je ¢g = ¢ [ W jenno dojeme y k Ooja rpada
Glw.

Bnecna na seso nociyzkuhemo ce Teopemom komuaxmroctmu (2.4)).
IIpBo, Tpeda j1a omadepeMo 1o/Iecan je3uK MCKa3He JIOTUKE U TO TaKo
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mTo heMo mMaTH MCKa3HO CJIOBO 3a CBaKW M300p KOJU Y HAIIO] KOH-
cTpyKimju Tpeda ja nampasumo. Mmahemo, nakire, cieneha nckazna
CJIOBA y HAITIEM je3UKY

Pzi 3BacBakozx € Vmi=1,... k.

Jlaxe, Hama cy nCKa3Ha CJI0Ba WHIEKCHpaHa IBOpoBuMa rpacda G u
Dq,i BHATH: 000ju 460p T Y 60JY i.

[Tocne Tora, Tpeda ma uzzBojumo ogpehene dpopmysie Koje he a
namehy ojiroBapajyhe ycjoBe HammmMm BaJjyalnujama. y3mumo jga je I’
ckyt popmyiia cieaeher odymka:

(1) psaV...Vpyp,3az €V,
(2) _'(px,i /\px,j)a sarxe€Vul<izj<k;
(3) =(pui Apyi), 3a cBaku map {x,y} € Eul<i<k.

Casma, Tpeda /1a MpOBEpPUMO J1a CMO OJadpaJIu ofroBapajyhn ckyi
dopmyna I'. /1a ducmo To Bujie/u, TPETIIOCTABAMO JIa j€ U BaJIyalldja
Koja 3ajoBosbaBa . OHma MoxkeMo ma jgedpuHumeMo dojeme ¢ : V. —
{1,...,k} na crenehu naqun:

c(x) =i v(py) = 1.
Ha ocnoBy (1) u (2) rope, cakom lhie uBopy Ja Oyue mpuiucana
jenuucTBeHa Ooja (3a cBako x € V mocroju jemuucrBeno ¢ = 1,...,k
TakBO Ja je v(p,;) = 1). Hakme ¢ : V — {1,...,k} je dyuxiuja. Ha
ocaoBy (3), ako je {z,y} € E, ouna x u y nodujajy pasauaury 00jy.
Haxkie, ¢ je jeano dojeme y k doja.

Cama hemo 1a mokazkeMo 11a je ckyil I’ KOHAYHO 3a/I10BOJBUB. Y 3-
MuMo Heko KoHadHo [y C I' u Heka je W C V KoHadaH CKyIT YBOPOBa
Koju ce cromuiby y ckymy [g. OHma KOHaYaH WHIYKOBAHU MOArpad
G|w momymira dojemwe y k 6oja. Heka je

c: W —=A{1,...,k}
jemHo bojeme y k boja rpada G|y . Ilocmarpajmo cana Bamyanujy v
TakBy fa ako jex € W ui=1,..., k, oHma BaxKu:
V(pas) =1 c(x) =1i.
JacHo je ja oBa Bastyaruja 3ajj0BosbaBa cKyn [y. Jlakse, Ha ocHOBY

Teopeme komuaxtmoctiu (2.4), ckyn I' je 3amoBossus na rpad G
JlolyIiTa 0ojeme y k doja. .

Cama hemo ma HaBezeMo jejiny oji nocyienuiia 1eopeme KOMUAGKT-
noctiu (2.4) Koja ce Tude MpOIIUpEHa HapuujatHux ypehema.

TEOPEMA 2.6. Hexa je (X, <,) jegno upedpojuso Gapyujarro ype-
herwe. Onga toctioju auneapro ypeherwe <; na ckyuy X Koje wupu
<p-
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Joka3. Kao u y nperxoanoMm ciiy4ajy, npBo Tpeda ja (purcupa-
MO o/iroBapajyhu je3smk MCKa3He JIOTUKe. ¥Y3MUMO Jia Cy CaJia Halla
MCKa3HA CJI0BA MHJEKCUpaHa Ha ciegaehn nadmn:

Day 3@ pazmuuure T,y € X.
Heka je I' cienehu ckyn dpopmyiia:
(1) pay V Dy, 32 paznuaure T,y € X;
(2) = (pay A Dyax), 38 paznudure z,y € X;
(3) ((Pay A Pyz) = Daz), 38 pasiamaure z,y, 2z € X;
(4) pyy, 3a pasmuunre z,y € X Takse na je x <, y.

IIpernocraBumo caja 1a je v Bajyaldja Koja 3aJ0BO/baBa CKyIl ['.
Hedunnmumo penanujy <; Ha ckymy X OBaKo:

T <1y v(pyy) =1

Onpna je <; muaeapHO ypeheme Koje mmpn <.

Ha ducmo TO Buze H, TpUMETHUMO Jia je <; upedekcuBHa. Ha
ocuoBy (1) u (2) caenu ma <; 3amoBosbaBa ToTasHoct. Ha ocuosy (3)
penanuja <; je TPAH3UTUBHA a Ha OCHOBY (4) mmpu <.

ITokaxkumo cajia 71a je I' KOoHaAYHO 3a/10BOJBUB. ¥Y3MUMO HEKO KO-
nayno ['y C I'. Heka je Xy C X konauan ckyI ejiemenara u3 X Koju
ce ciomumsy y I'g. [Tocmarpajmo maprmjammo ypebeme (X, <,). Onga
nocroju JimHeapHO ypeheme <; Ha X( Koje mumpu <,. Y3MHMO caJa
Jla je v BaJIyalldja TaKBa Jla 3a PasjuduTe &,y € Xy IMaMO J1a BasKH:

V(pey) =1z < y.

OBako nedwunHUCana Baayanuja 3a10Bo/baBa cKym ['g. Ha ocroBy Te-
opeme Komuakwrocwiu (2.4), ckyn I' je 3amososbus. lakie, nocroju
JuHeapHo ypeheme <; Ha X Koje mmpn <. .

Caenehe BaxkxuO TBpheme, ca KojuMm cMo ce Beh cpenn y YBoay, je
Takobhe jeHOCTaBHA IMOCJIEIUIA OBE TEOpEME.

TEOPEMA 2.7 (Kenurosa siema). Hexa je (T, <) beckonauno, xo-
Hawno panajyhe gpso. Onga tGoctmoju deckonavwna tpana B y T .

J1okA3. Heka je (T, <) beckonadHO, KOHaYHO rpaHajyhe apBo. ¥
TAKBOM JIpBETY je cBaku HUBO Lr(n) KomadaH, na je T mpedpojus.
VY3ehemo casia Ja Cy MCKa3HA CJIOBa HAIIET j€3WKa MHJIECKCUPAHA €JIe-
mentuma ckymna T, {p; | t € T'}. Heka je I' ckyn koju cajapzxu ciejehe
dopmyie:

(1) py, V...V py, vae je Lr(n) = {t1,...,tx} un > 0;
(2) ~(p,Apy;)s toeje Lp(n) = {t1,..., tx},n >0l <i<j<k;
(3) pr — ps, 3a s,t € T Takse Ja Baxku § < t.
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IIpermocraBuMo j1a je v Bajyaluja Koja 3aj0BoJbaBa 1. Ilokaza-
hemo 11a je

B={teT|v(p)=1}

Oeckonauna rpaHa y 1.

U3 (1) u (2) rope cienm na B cede cBaky HUBO jipBeTa 1’y TadHO
jennoj tauku. [IpermocraBumo na je s,t € B u ga je s # t. Ouna
hemo, Ge3 rydurka ommroctu, umaru na je hr(s) < hr(t). Heka je
hr(s) = n. Ha ocuoBy (3), B Mopa Jia caIp:Ku MPETXOJAHUKA Off ¢ 13
Lp(n), xoju Mopa na dyze jennak s. lakie, umamo ja je s < t, na
cjieu fa je ckyn B jauneapno ypeben.

Tpmumo ga je ckyn I' komauno 3asoBosbuB. Heka je Iy C T
koHadaH. Orja moctoju n > 0 TakBO J1a, ako ce t ciomuibe y [y, oHIa
je hr(t) < n. ¥Yamumo tg € Ly(n) u HeKa je w Bajlyanuja Taksa Ja 3a
cBako t € T 3a koje Baxku hr(t) < n,

w(p) =1t <t

JacHo je ma w 3amoBosbaBa ['y. Ha ocHOoBY Teopeme komuakxturoctiu
(2.4), ckyn T je 3am0BosbuB 112 T MMa GECKOHAYHY TDAHY. .

Ca gpyre crpane, Kenuio6om aeMOM MOXKEMO I CE IOCIYKHUMO
Jia OMCMO J1a/Iu jeJaH KOMOMHATOPHU J0Ka3 Teopeme KOMUAKTHOCTLU
(2.4). EBo kako Taj 1oKka3 usriea:

JIOKA3 TEOPEME KOMITAKTHOCTU. IIpernocraBumo jia je I' Ko-
HAYHO 33/I0BOJHUB CKYII UCKA3HUX (hpopMmysia Harrer jesuka £. Jledu-
aucahemo apso (T, <) Ha crenehn nHaunn:

- Lr(0) = {0},
- ako jen > 1, onza ce Ha HuBOY Lr(n) Hasa3e cBe mapiyjasHe
Basryanmje v : {p1,...,pn} — {0, 1} Koje 3am0BO/LABA]Y CBa-
Ky dopmysry u3 I' y K0joj ce crioMuiby caMo HCKa3Ha CJI0Ba
Pisy---3DPn-
[Tapuujanso ypehewe < na T jnedpunucahieMo oBako: MpeTIOCTABIMO
na v € Lr(n) muv' € Lr(m), tie je 1 <n < m, u y3mumo jia je

v=<v Sv=v1{p,...,pu}

[Torro mmamo 1a je |Lr(n)| < 2™, cBaku 0[] HUBOA HAIIET JIpPBETa je
KOHAYAH.

Tepmumo na 3a cBako n > 0 umamo ga je Lp(n) # (). Moxewmo
caMO Ha OCHOBY JedUHHUIMje HAIIer JPBETa rope Jia MPeTIOCTABUMO
najen > 1. Heka je I, ckyn dpopmysa u3 I' y Kojuma ce jaBibajy camo
HMCKa3Ha CJIOBa Pq,...,Pn. AKo je ckyn I', KoHauyaH, oHJa TBpheme
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cJIe I Ha OCHOBY KOHauHe 3310BosbuBocTr o7 I'. [IpermoctaBumo 3ato
na je I',, deckonauan. Penimmo 11a je

Fn: {@1,(,02,...}.
3a cBako m > 1, HeKa je

Am - {9017' . 7%07?7«}

Omnjta ocToju mapIyjaiHa Baayanuja wy, : {p1,...,p.}t — {0, 1} koja
3asi0BoJbaBa A,,. Mehyrum, Ha ocHoBy [lupuxsieoBor mpuHIHIA, Y
TOM CJIyd4ajy MOCTOju W jefHO w : {pi,...,pn} — {0,1} TakBO na
je w,, = w 3a OecKoOHAYHO MHOrO HWHJeKaca m > 1. JacHo je ma
w € Lp(n).

Haxute, umamo 1a je (T, <) jesHo decKOHAYHO, KOHAYHO IpaHajyhe
apBo. Ha ocnoBy Kenuiose neme, mocToju rpana

B ={v, |n €N}
y (T, <), tae v, € Ly(n). I3 Tora he ma creau na je

?}ZUUn

BaJIyallija Koja 3aJ10BojbaBa ckyt [ .
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3. ®opmaJIHU CUCTEM UCKA3HE JIOTUKE

Y oBOM 0J1e/bKY heMo ja JlaMO TPUMED jeJTHOT jeITHOCTABHOT (hop-
MAaJTHOT' CUCTEMa, 38 UCKA3HY JIOTUKY. 10 he dutn xmdeproBcku dhop-
MaJIHA CHCTEM Ca BUIIEe aKCMOMa W MaJiO TpaBmia u3Bohema. [aBHm
pPe3yJITAT OBOT OJIeJbKa U IIeJIOT OBOT IOIJIaBsba je Teopema GowWUYHO-
ctiv (3.6) koja HaMm, y jerHOM CBOM OOJIMKY, KaxKe J1a HAII (pOPMAJTHA
CHCTEM JIOKa3yje CBe U caMoO JIOTUYKe UCTUHE MCKa3He jiornke. Hakon
IITO JAMO JIOKAa3 Te TeopeMe HaBEeIINeMO W HEKOJIUKO FbeHHUX JIEITNX
[IOCJIETUTIA.

®opmanau cuctem #;. Kako cmo ymnpaso peksu, caja hemo
Jia OTUIIEMO jeaH (POPMAJIHU CUCTEM 3a MCKA3HYy JIOTUKY, KOju hemo
na 30Bemo #;. OBaj dopmasiau cucteM he j1a cajp:Ku jeTHO Upasu.no
useoherva, Mogyc UoHeHC U TPU creme akcuoma. CBaka oI TUX CXeMa
crajahe MecTo DECKOHAYHO MHOT'O AKCHOMA TOT' OOJIUKA.

HeonnunmniA 3.1. Ckyn axcuoma hopMaJIHOT cuctemMa #; duHe
cBe dopwmyiie ciegehux oduKa:

(A1) = (P — o),
(A2) (p = (¥ = 0)) = (¢ = ¥) = (¢ = 0)),
(Az) (7Y = =) = (=Y = @) = ).

Kao mro cmo Beh Hamomenysu, jeIMHO TPaBUJIO U3BOhema y Ha-
mem dopmaHoM cucremy oulie mozyc nmonenc (MP):

e
(G

PopmaHU CHUCTEMU OBE BPCTE, Ca IIYHO aKCHOMa a MAaJio IPaBH-
Jla u3BOhema 30By ce Tuadeplio8cky, WA AKCUOMATLCKY (DOPMATHU
cucremu. TakBu HOPMAJIHU CUCTEMU HUCY HAJ3TOMHUJU AKO KEJIUMO
Jla, 3aMCTa HEIITO y hUMa JAeAyKyjeMo. AKO Hac 3aHUMAajy JeAyKIje,
ooJbe je Ja pajuMo yHyTap (pOpMaTHUX CHCTEMa UPUPOGHE GEGYKUU-
je mm cuctiema cexsenatia Haauk lenmenoBum. Ca apyre crpaxe,
XuI0ePTOBCKU (DOPMAJIHU CHUCTEMU, Kao IITO je #, JTOHEKJIe OJIaKIa-
Bajy JIOKa3WBaibe TeopeMa O (pOpMaJIHUM CUCTEeMHUMa Koje hemo ja
CPETHEMO y HACTABKY.

[Ipe cBera tora, medunucahemo mojam jjokaza u3 xuroresa y hop-
MaJIHOM CHUCTeMy #; U IOKa3aTH Jila OH MMa HeKa CBOjCTBa Koja he ra
YYUHUTHU OJIMCKUM TPUPOJIHO-ETYKITNJCKUM CHCTEMUMA.
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HEouHULIMIA 3.2. 3a cky dopmyita ' u dopmymny ¢, gokas gop-
Myae @ u3 ckytua xutomiesa I' je koHadan Hu3 HopMysa @i, ..., PO,
TaKaB Jla je ¢, = ¢ U 3a CBAKO 1 < M BaxKu jeTHO oj caejeher:

(1) ¢; je akcuoma,

(2) i € F:

(3) 3a HekoO j, k < i UMaMO J1a je ¢ = p; — @;.
[Mumemo I' F A (mro unramo kao I' gokasyje ¢, wim nak ¢ je cum-
WarWuwKa Uocaequua On F) aKO TIOCTOjU JIOKa3 (popMyJie ( U3 CKyIa
xunoresa I'. Ba dopmyiy ¢ Kaxkemo aa je weopema ako Baxku () F o,
Tj. KO je OHa CHHTAKTHYKa IOCJeIUIa MPa3HOI CKyNa Xurore3a. 1o
hemo ckpaheno 3anucuBaru Kao b ¢. Jlokasze u3 xumore3a hemo y
HaCTaBKYy Ja 30BEMO JOII U gegykuujama Uau uszsohervuma us I'.

[IpumeTrnMo 7@ caMO Ha OCHOBY JedUHUIMjE KOjy CMO YIIPaBO
nmamm umamo Jia ako ' o u ' C A, onma A F ¢. Takobe, ako I' F o,
onja nocroju kKonauauo I'y C I' rakso na je I'g - . To je 3aTo mTo cy
CBe Hallle JIeTyKIMje KOHA'YHe I1a MOTY Jia Ce CJIyKe CaMO KOHATHUM
opojem xunore3a u3 I'.

[TpuMEP 3.1. 3a cBaky dopMmyIy ¢ UMaMo Ja je - ¢ — ¢, Ha
ocHoBY cJiiejsiehe nenykiyje:

o= ((p = ¢) = p) (A1)

(= ((p—=>9)=9) = (p—=(p—=0) = (p—p) (Az)
(= (p—9) = (p = ¢) (MP)

© = (o= p) (A1)

v — ¢ (MP)

Craenehux HEKOMKO pe3ysiaTaTta Tpeda /1a HAM TOMOTHE Ja HAalll
XMJIOEPTOBCKHU (DOPMAJIHU CHCTEM YUYMHUMO BHIIE HAJMK (DOPMAJJTHUM
CHCTEeMUMa, TIPUPOJIHE I/ IyKITHje.

TEOPEMA 3.1 (Teopema nenykmmje). Axo je D'U{p} F 1, onga je
I'Hp—.

JOKA3. /loka3yjeMo WH/IyKITHjOM II0 JIy>KIHU n3Bohema hopmysie
¥ u3 ckyna xunoresa I' U {¢}. Heka je 91,..., 1, = ¥ nexykuuja o
1 u3 I' U {p}. PasnukyjeMo HEKOJIMKO ciiydajeBa.
[IpBu ciyuaj: » € I'. Y oBoMm cirydajy umamo ciejiehy JaeryKImjy
om p — Y uz I
Y (xuroresa)
= (v = 1) (Aq)
¢ — 1 (MP)
Hpyru cay4gaj: ¥ = @. Y oBoM ciydajy umamo ga [' = ¢ — ¢,
OTIITO je - (o — (p HAa OCHOBY IpUMeEpPa TOpe.
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Tpehu caydgaj: ¢ je akcuoma. Y OBOM cjydajy umamo ciejgehy

ACAYKIH]Y O @ — ¥
Y (akcuoma)
V= (¢ = ¢) (A1)
¢ — ¢ (MP)

YerBpTHu citydaj: ¢ je 3akspydax npumene mpasuia MP wa dop-
MyJe 0 U 0 — 1, KOje joj y JIeIyKIMjU NpPeTxoie. ¥ TOM CJIIy4ajy,
nMaMo cjejehy neaykimjy oi ¢ — ¢ uz I

¢ — (0 — 1) (MEAYKTUBHA XUIIOTE3a)
(0= (0= 1) = ((p = 0) = (p = v)) (Az)
(¢ = 0) = (¢ =) (MP)

¢ — 0 (MHAYKTUBHA XUIIOTE3A)

¢ — ¢ (MP)

OBuM cMO CBe ciIydajeBe UCIPIEIN 1a je TeopeMa JoKa3aHa.

JHeEonHUIMIA 3.3. 3a ckyn dopMmyna ' Kaxkemo 1a je uHKOH3U-
clentiar ako mocroju dopmysa 1 Taksa jga Baxku [' =Y u I' = —).
Nnave kaxxkemo na je I' xonauctenwan.

TEOPEMA 3.2. Heka cy ' u A ckytaosu gpopmyra u o, P, o1, ..., ¢0n
popmysre. Onga easrcu caegehe:
(1) TU{p}F1 axko I'F o — 1.
(2) TU{p1,...;ont Y axko T F o1 — (.. = (on = ¥)...).
(3) ' je wonsuc@Wenian axko Tocwoju Gopmyaa o WaAKEa (a
saorcu 't o.
(4) AxoT'F o 3a ceaxo 0 € A u A+ 1), onga IT'+ 1.

JTokA3. Tepheme (1) je camo Teopema gegyxuyuje (3.1]), 3ajenno
ca 00paToOM KOjU BaxKW jep, aKO HaM je JlaTo u3Boheme o1 ¢ — ) u3
xunoTe3a I, oHa MOXKeMO Jia JIOOUjeMO M3BOheme OJ1 Y U3 XUIOTEe3a
I'U {p} rako mro hemo na npumennvo MP wa ¢ u ¢ — 1.

Tepheme (2) cieau MHIYKIUjOM 10 1, TJe je da3a WHIYKIHje, 3a
n =1, repheme (1).

a ducmo mokazasm (3), TpeTImocTaBuMO Ja je CKyIl ' HHKOH3U-
creatan. Heka je ¢ dopmyna taksa ga I' F ¢ u I' F —). Takobe,
Heka je o mpousBosbHa dopmysia. Ha ocaoBy A; uw MP umamo na
'-0— ¢ulkF -0 — . Mehyrum, dopmyna (—o — —p) —
((mo — ) — o) je uncranna akcuome Ag, Ta MOIITO JBa IyTa
npumernumo MP moxkemo J1a 3ak/pyunmo ga [N F o. UMmnkamnuja y
CYyIPOTHOM CMepy je TpuBnmjasna. V3 oBora Takohe HermocpeHo cie-
qu na je ckyn I' makomsucrenTan ako u camo ako I' - o, 3a cBaky
UCKa3HYy (POPMYILYy O.
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Tepheme (4) MokeMO 1a JOKaXKeMO OBaKO: HeKa je d m3Bobherbe
dopmyste ¢ u3 xunoreza A. 3Boheme d MoxkeMO ga TpaHCHOPMU-
memMo y u3Boheme dopmysie Y u3 xumoresa [ Ha cienehm madwmH:
CBaKM MyT KaJja ce popMysa o jaBu y u3sBohemy d, To heMo jaBibarbe
J1a 3aMEeHNMO ca u3BohemeMm o1 o u3 . =

Cama hemo cayxehu ce Teopemom gegyruyuje (3.1) ma moxazkemo
HEKe jeJIHOCTaBHE Pe3y/ITaTe Koju he HaM KOPUCTUTH Y HACTABKY.

TBPBEE 3.1. 3a tpoussomrie popmyre @, u b umamo ga sastcu
caegehe:

(1) {¢ =, =0 Fp—6,
2) {o— (W —0),v}Fp—0.

JTokA3. [Ta ducmo nokazaimu (2), nocmarpajmo cienehy nemyk-
nujy:
¢ — (¢ — 0) (xunoresa)
¢ (xumoresa)
¢ (xumoresa)
v — 6 (1,3 MP)
5) 0 (2,4 MP)

HHakie, nmamo

1)
2)
3)
4)

o=@ —=0),v,p}-0

ma Ha ocHOBY Teopeme gegykuuje (3.1]) MoxKeMO J1a 3aKJbyINMO
o= W —=0),vtFe—0.

BAIATAK 3.1. Joxasawu geo (1) Gpewizognot wepheroa.

Creneha jema Tuve ce JOKA3WBOCTH 3GKOHA JBOCUWPYKE HETAUUJE
Y > 7 y HaleM (hOPMAJTHOM CUCTEMY.

JIEMA 3.1. 3a csaky opmyay @ umamo ga 6astcu:
(1)F——p =
(2) H @ — TP,
JTokA3. [Ta ducmo nokazamu (1), mocmarpajmo cienehy nemyk-
ujy:
(mp = =) = (0 = ~9) = @) (As)
- — —p  (IIpumep 3.1)

1)
2)
3) (mp = ) = ¢ (1,2 Tepheme 3.1 (2))
;li = = (2 — ) (Ag)

- — ¢ (3,4 Tephemwe (1))
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Ca apyre crpane, g0Ka3 o (2) usrienao du 0BaKko:
1) (77 = =) = (7o = ) = o) (As)
2) === — ¢ (meo (1) rope)
3) (ﬁﬁw — @)= ¢ (1,2 MP)
4) o= (77 = 9)  (Ag)
5) ¢ = —=¢ (3,4 Tepheme[3.1] (1))
_|

Cama hemo a2 HaBeeMO jOIT HEKOJIMKO TeopeMa Halrer (hopMaJi-
HOT cucTeMa #; KojuMa heMo MOBPEMEHO J1a ce CIY:KHUMO Y HACTaBKY.
Cse muX je jemHocTaBHO JIoKa3aTu ciyxkehu ce Teopemom gegykuyuje
(3.1) u ocTammm TBphemuMa Koja cMO JI0 caJia JOKa3aJIM.

TEOPEMA 3.3. 3a apousdsomre popmyae © u ) uMamo ga 8aHCU:
(1) F—p = (¢ =)
(2) F (= = —p) = (¢ = )
(3) F (¢ =) = (¢ = —p)
(4) F o= (¢ = ~(p = ¥))
(5) (e =9) = ((he = ¢) = ¢)
JIokA3. /Tokazahemo camo jma je dopmymna (4) meopema Harmer

dopmasiHor cucrema. pyre dpopmysie octaB/baMo IUTAOILY 3a BEXKOY.
Nwmamo na je {p, o — 1} - 1 na ocuosy npasuia MP. Ha ocuoBy

Teopeme gegyruyuge (3.1) crequ na je H ¢ — ((¢ — ¥) — ). Ha
ocHOBY (3) oBor TBphema ciean Ja je

F (e =) =) = (¢ = ~(p = ¥)),
na Ha ocHoBy TBpDhema (1) mmamo 1 je

Fo = (=Y = =(e = )).
_|

Caenehu pesysitar nmounBa Ha WIeju JJ0Ka3a IMOMONY jaxol u caabor
ceoheroa na aticypg. Axo n3 xunoreza I'U{—p}, ogrocuno I'U{p}, mo-
JKEeMO J1a JIe/IyKyjeMO KOHTPAIUKIIN]y, OH/JIA TOCTOjU JIeyKItrja hop-
MYJI€ (p, OJHOCHO —p, U3 xXurore3a ['.

TEOPEMA 3.4. Hexa je I' cxyu gopmysra u ¢ dopmyaa. Onga
6aACU:
(1) axo je I' U {—p} unkonsucuenman, onga I' = ¢;
(2) axo je I' U {p} unkonsuctwentan, onga I' F —p.

JOKA3. /lokazahemo camo mpBoO 07 oBuUX TBphema. pyro TBp-
heme je jennocraBna mocaemuna npsor u Jleme 3.1l Camano kao y
noxazy oz (3) u3 Teopewme [3.2), nomro je I'U{—¢} -9 u L' U{~p} -
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—1), 38 HEKY (DOPMYJIY 1), MOKEMO J1a IPUMEHUMO Teopemy geqyruuje
(3.1) u ma sakmpyaumo ga I' - —p — . Cimano Tome MMaMo u Ja
[ —p — —¢. Mehyrum, bopmyna (—p — 1)) = (=g — ) — )
je akcumoma Ag, ma momTo npumenumo MP nBa myta Moxkemo na
3ak/byanmo Ja je I' - . .

[TocnegunA 3.4.1. Hexa je I' cxya gopmysa u @ Upou3eosma
popmyaa. Axo je T konzuctentian, onga je Makap jegar og cKyuosa
TU{¢} uT U{~¢} marohe xonzuctienwman.

JOKA3. IIpernoctaBuMO CynpoTHO, HEKa je cKyl |' KOH3uCTeH-
taH, 10K cy ckymosu ' U {¢} u I' U {—¢} unkonsucrenran. Jaxie,
Ha OCHOBY IPETXOJIHOT TBPhema MOKeMo J1a 3akbyunmo ga [' - .
Heka je o nupoussosbnaa dopmyna. Ha ocrnoBy Teopeme (3) cremn
ma T'U{p} F o. Mehyrum, u3 oBora Mmoxkemo j1a 3akspyanmo ja ' - o,
ma je ckymn [' MHKOH3UCTEHTaH. =

Teopema mormyHoctu. Caja 10/1a3UMO JI0 TEHTPATHOT PE3YJI-
TaTa KOjU ce TU4Ie UCKa3He JIoruke, Teopeme GOWTYHOCTLU . I'py-
00 rosopehwn, Ta HaM TeopeMma Kazke Ja je Hall (hOpMAJHUA CUCTEM H |
TOWUYH, Tj. JTa cee JIOTUIKE NCTUHE MCKA3HEe JIOTUKE MOXKEMO YHY-
Tap \mera J1a AeaykKyjemo. /lpyrum peunma, HUIITA BUIIE He Tpeda 1a
MIPHUJIOJIAMO HAIIUM aKCHOMaMa U IPaBUJINMa H3BODema jep Cy OHU
JIOBOJbHU 3a CBPXY KOJy CMO UM HaMeHWIu. Teopema TOWTYHOCTIU
(3.6) mckasme soruke, 3ajegno ca Teopemom samaroctuu (3.5), moBo-
JIN Y Be3y JIBa CACBUM pa3/IMYUTAa I0jMa: mojaM JiokasuBoctu I' - ¢ y
dopmasmrOoM cuctemy H; u mojam cemantuuke nocsemuie I = . Tu
ce TIOJMOBH, jeJlaH CHHTAKCHU U JIPYTH CEMaHTUIKH, TTOKJIAIIA]Y.

Ia dbucMO TIPEeTXOIHO PEeYeHO YUUHUIN TPEIU3HUM IIPBO heMo Jia
dopmymnuiiemo Teopemy avaroctiiv:

TEOPEMA 3.5 (Teopema Basmanoctn). Axo je I' F ¢, onga je u
T'E .

HokA3. IIpernocraBumo na je I' F ¢. Unpyknujom no ryzKuHu
Jokaza o1 ¢ u3 I Tpeba ma mokaxkemo Ja Baxku [N = .

IIpernoctaBuMo 1pBo Ja je ¢ € I'. Y oBoM ciydajy TpuBHja-
HOo caenn ga je I' = ¢, jep ako Basyammja v 3ag0BosbaBa ', oHza
3a/10BOJbaBa U ¢ momTo ¢ € I'.

[IpernocraBumo nasbe J1a je ¢ jeaHa of akCuoMa. ¥ TOM CJIydajy
I' = ¢, jep cy cBe akcroMe TayTOJIOTHje.

Axo je p 3akspydak npumene npasuia MP wa dopmyse ¢ u ¢ —
p, KOje jOoj Y JeIyKIju MIPEeTX0/ie, Ha OCHOBY MHJYKTHUBHE XUIIOTE3€
umamo Ja je I' =1 kao u T' = 9 — ¢. Mehyrum, ako je v Basyanuja
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TakBa jga Baxku v(¢Y — @) =1 u v(¢)) = 1, oHma MOpa 18 BayKu U 118
jev(p)=1,nmal . -

Cama moxkemo na dopmyuineMo Teopemy GowUYHOCTIU NCKa3HEe
JIOTUKE KOja IPeJICTaB/ba 00paT MMILIMKAIMje U3 MPETXOHOr TBphe-
Ba.

TEOPEMA 3.6 (Teopema mormynoctn). Axo je I' = ¢, onga je
'k .

JOKA3. /la ducmo Harre TBpheme J0Ka3asind, JTO0BOJbHO he OuTu
Jla moKaxkemo cjiejsiehy jemy:

JIEMA 3.2. Axo je I xonsucwentan cxyt, onga je I' 3agosonmus.

EBo zamTo je TO ciyuaj. IIpermoctaBuMo na jJeMa BaxKW U Ja
je I' = ¢. Onma hemo mmaru ga ckyn I' U {—¢} Huje 3a10BO/BUB.
Haxuie, Ha ocHOBY Jieme, ckyt ['U{—y} Huje kousucrenran. Ha ocHOBY
Teopeme onja he na cuequ I' - .

Uneja mokaza jeme je ma, momasmu o cKyna [, Taj ckyn mpo-
[MIEPUMO JIO MAKCUMAAHO KOH3UCTLEeHTHOT cKyna dopmysia (cacBum
CJIMYHO KaKO CMO y JokKa3y 7Teopeme KOMUAKTHOCTLU KOHaYHO
3a/I0BOJBUB CKYTI (hOpMyJia MIUPUIH JO0 MAKCUMAJHOT KOHAYHO 38,10~
BOJbUBOr CKyma). TBpherme Koje Kaxke Ja TO MOXKe Ja ce ypajad 3a
MIPOU3BOJbaH KOH3UCTEHTAH CKyn dopmysa [' yecto ce nazuBa Jlun-
gendayMosoMm NEMOM. Y3MUMO TIPBO J1a je

P12y - -

HU3 KOJU CaJpXKU CBe nckasue dopmysie (y ciydajy Kaja IMamMo He-
IpedpOojuBO MHOT'O UCKA3HUX (hopMya, Tpedahe HaM akcnoMa nu3dopa
Jia OHCMO (DUKCHPAIIN jeJTHO HBUXOBO 100po ypeheme {¢,}a<p; v Ha-
meMm je ciaydajy ckyn F npedpojus na ysumamo Ja je 5 = N). Ilonoso
hemo pekypsupHO ja gedpunumeMo ckymose ', 3a n > 0, momasmm
on ckyna ['.

Heka je, nakne, I'y = I' u mecdourUIIIIMO:

Fhpp=T,U {Son+1},

ako je I'y, U {¢n11} Kousucrentan. Vnade, Heka je

Lppp=10U {_'SDnJrl}'

IIonoo mmamo na Baxku ['y C --- CI', 11 C ...
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TBPBEWE 3.3.1. 3a cBako n € N, ckym I, je KoH3UCTEHTaH.

Joka3. [lokasyjemo maaykmujom mo n. Ckyn I'g = I' je kou3u-
creHTaH 10 npernocrasiu. [IpernocraBumo cajia sa je ckym [y, 3a
n > 0 xonzucrernTan. MehyTnm, Ha OCHOBY KOHCTpyKnwmje om ') n
Iocaeute sHamo ja he onga u '), OuTH KoH3MCTeHTaH.

Ha kpajy, cayxehu ce ckymnosuma [, MoxkeMo J1a gedUHUATIIEMO

. = Urn.

n>0

TBPBEE 3.3.2. ' je MAaKCUMAJIHO KOH3UCTEHTAH CKYIl (hOPMY-
ja, Tj. I'y, je KoH3ucTeHTan u 3a IPOU3BOJbHY (DOPMYIIY © UMaMO Ja
pel'sx mm ~p e 'y.

JlokAa3. Heka je ¢ mpoussospua dopmymna. OHma je ¢ = ¢, 3a
HeKO n > 1 ma Ha OCHOBY KOHCTpPYKIHje mMaMo na ¢ € I') mmm
- € I'y,. Homrro je I'y, C Iy, citemn na ¢ € 'y mmm - € .

Ckyn I'y, je xoHsucrenTaH, jep OMCMO WHaYEe 3a HEKY (DOPMYIY
@ nmamu 1a 'y F p kao u 'y, F —¢. Mehyrum, momrro cy mokasu
KOHAYHHU, OHJIa MOpa Jia mocToju Heko KoHadno A C I'y, TakBo ja je
AF ¢pxaou A F —p. ¥V Tom ciaydajy hemo, 3a JIOBOJBHO BEJIUKO 1,
umaru fa je A C I',, na he u ckyn I',, Surn mHKOH3MCTEHTAH, IITO je
nemoryhe. .

TBPBEE 3.3.3. Axo ' F ¢, onga je ¢ € I'.

JTokA3. IIpermocrasumo ga 'y, - ¢. Ako ¢ ¢ T', oHma Ha OCHO-
By TBphema rope mopa outu ma —p € ['. MehyTum, onga nmamo na
je ' F =, ma je I'y, mHKOH3UCTEHTAH. .

Cama hemo nedunucaru Basyanujy v Koja he j1a 3a/10B0/baBa CKYII
I'o, rope. 3a ucka3Ho cJI0BO p;, HEKA je

’Ub<pi) =1 = p; € Foo-

IMpumernmo ma vy(p;) = 0 ako u camo ako p; ¢ I', aKO U caMo ako
—p; € .

Tpeda ma mokazkemo fa Basryarnja v 3a10BosbaBa ', CamMuMm TuM,
Ta he BaJiyanuja sa 3aj0BosbaBa u cKyi ['. Jla ducmo mokasasu jia v
3aji0BoJbaBa [, I0BO/bHO he OuTH J1a JIOKakeMo j1a Baxku ciejehe
TBpheme:
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TBPBEWE 3.3.4. 3a cBaky dopmyiy ¢, v(¢) = 1 ako u camo aKo
p €.

JIOKA3B. Tepheme hemo ma moKarxKemMoO HHIYKIMJOM II0 CJIOXKE-
HocTHu hopmysie . AKO je ¢ UCKa3HO CJIOBO p;, OHJA TBpPhEme cJien
Ha OCHOBY JedUHUIIMje Bajyalluje v.

Axo je ¢ = 1), 3a HeKy dopmymy ¥, oA je v(y) = 1 ako u camo
ako v(¢) = 0. Ha ocroBy mHIyKTHBHE XHUIoTe3e 3HaMO ja v(Y) = 0
ako u camo ako 1 ¢ I'y. Mehyrum, na ocHoBy TBphema rope
umamo Ja 1 ¢ 'y, ako u camo ako =) = p € I'.

Ako je ¢ = Y — 0, 3a Heke dopmyse Y U o, OHJIA HA OCHOBY
WHIYKTUBHE Xunore3e TBpheme Baxku 3a oBe dopmyse. Caga hemo
pPasMOTPUTH CJIy4dajeBe Ha OCHOBY Moryhux BpegaHoctu v(¢) u v(o).

[Iperniocrasumo mpBo ga je v(y) = 0. Y oBoM je ciyuajy v(p) = 1.
Ha ocuoBy numykruBre xunorese ¢ ¢ 'y, na je —p € I',. Ha ocroBy
Tephema [3.3.3] moBosbHO hie Outn na mokazkemo na Baxku —) ¢ —
o. Ha ocuoBy Teopeme gegyxuuje (3.1) cinemm ma je 3a T0 JOBOJBHO
nokasaru ga {—w), ¥} - o a oso nocreame caenu u3 Teopewme [3.4]
nomTo je ckyn {—), ¢, 70} HHKOH3UCTEHTAH.

ITpernocrasumo gasme 1aje v(¢) = luv(o) = 1. Ougaje v(p) =1
U Ha OCHOBY WMHIYKTHBHE XHIIOTe3e 3HaMO ja ¢ € 'y, m o € T'.
Mebyrtum, o + ¢ — o nomro je 0 — (¥ — o) akcuoma. lakie,
I'w F 1Y — o, na na ocaoy Tephema [3.3.3 cremn ¢ — 0 = ¢ € .

Ha xpajy, npernocraBumo na je v(¢) = 1 u v(o) = 0. Y oBom
je cay4uajy v(p) = 0 u Ha OCHOBY WHJyKTHBHE XHUIIOTE€3€ 3HAMO JIa
Y € Ty uw o ¢ I'.. Ha ocuoBy Tephema [3.3.2] rope mmamo na
-0 € I'y,. Ha ocnoBy Tephema cJIesI J1a je JOBOJLHO HMOKa3aTh
na {1y, —o} b =(¢ — o), nomro hemo onya umaru ga —(1p — o) € T'y
uY — o= ¢ ¢ 'y Ha OCHOBY KOH3UCTEHTHOCTH O I o. Jla Sucemo
Bugenn na {i, o} F =(¢p — o) Baxku, na ocuoBy Teopeme je
JTIOBOJBHO Jla MOKaxKeMo na je ckyn {¢, o, ——(¢) — o)} MHKOH3U-
crerran. Ha ocuoBy Jleme [3.1] 1oBosbHO je 3a TO HOKa3aTH Ja je CKyIl
{t,—0,19 — o} unkonsucrenran. OBaj mociegmu ckyn GopMmyIa,
MehyTuM, jeTHOCTaBHO JI0Ka3yje o U —0, 1a je 3auCTa WHKOH3UCTEH-
TaH. =

Osum cmo fokazamn Jlemy [3.2] 1j. na axo je T’ jenan koHsucrenTan
ckyn ¢dopmyna, ouga je I' 3amoBosbuB. Tume je m mokasz Teopeme
wowuyroctiy (3.6) MCKa3HE JIOTUKe 3aBPIIEH. —|

Jemana on mociaenuna Teopeme totwuynoctiy (3.6) je m Teopema
romGarxminocty ([2.4]) kojy cmo Beh nUpeKTHO J0Ka3aJi paHuje.
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[MTocneauna 3.6.1 (Teopema kommakTaOCTH). AKo je I Konauno
3ago6ompus ckyt gopmyaa, onga je I' zagosonus.

HOKA3. IIpernocraBumo ma je ckyn ¢opmyna [ koHadHo 3aj10-
BosbuB. Ako I' Huje 3amoBosbuB, ouya je I' = L. Ha ocuoBy Teopeme
TOTWTYHOCTLU umamo 7a je I' = L. IlomTo cy mgoka3m KoHadyHu,
noctoju Konadan ckyi 'y C I' Takas j1a je I'g F L. Ha ocroBy Teo-
peme 8a.baHOCTU umamo Ja je g = L, mro je memoryhie, jep je
ckyn 'y 3a/10B0/buB & dhopmysa L je KOHTPaJIUKIHTja. —

Kao mrro cmo Beh naromenysu, gokas Teopeme GowayHOCTIU ,
y CJaydvajy je3smKa ca HempeOpOjuBO MHOIO HMCKA3HHUX CJI0Ba, 3aXTe-
Ba akcuoMy m3bopa. To mwmje cacBum mperusno. a ou ce Teopema
UoWUYHOCWU JIOKa3aJia y OBOM OIIIITHjeM OOJIMKY JIOBOJBHO je
KOPHUCTUTH jeJHO CTPoro ciaduje TBpheme. Peu je o Teopemu o upo-
ctiom ugeany. Y crapu, y Teopuju ZF, Teopema tothuyrocthiu
je eKBHBaJIeHTHa OBOM TBplhemy, KOje je eKBUBAJIEHTHO TBphemwy Jia ce
cBaku (bUITEP HA HEKOM CKYITy MOXKe J1a IIPOIIUPH JI0 YATpaduITepa.
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Jloruka mpBor peja

4. Je3unu mpBoOr peja

Cama hemo 1a yBeeMo OCHOBHE TTOjMOBe JIOTHKe TIpBOr pea. Kao
1y CJIy4ajy UCKa3He JIOTUKE, U OBJIe heMo J1a TIOTHEMO Ca II0jJMOM je3H-
Ka IpBOT pejia. Tu cy je3uiin, 3a pa3jnuKy O]l je3uKa MCKa3He JIOTHUKE,
3HATHO cjIoKeHuju. Ta ciioxkeHocT, MelyTuM, HOCH ca COOOM MHOI'O
Behy m3paxkajuy moh Hero 1mITo je To OMO ciIy4aj ca je3urmMa ucKa3He
sgoruke. Oua he Ham oMmoryhuTu Jia mpecTaBUMO CBe JIeIYKIIAje Koje
cpehemo y maTremMaTuIiy.

CrpykType u je3uiiu crpykrypa. Kao mro cmo Beh pekin,
Je3UTN MCKa3He JIOTUKE W Je3WIld MPBOT pejia ce IT0 MHOI'O YeMy pa-
3nuKyjy. Tpeda, mehyrum, mmatn y Buay Ja m3Mely BUX HOCTOje U
opojue cananoctu. IIITo ce cuHTaKCe je3uka MpBOT pejia TUYE, U OBJIE
hemo ma mounemo o ayicpadera u j1a U3BOJUMO HEKE CMUCJICHE PeUn
Koje cy Ha memy u3pakere. CeMaHTHKA je3wKa MPBOT peja he oHja
Jla ce cacTOju y IIOjMYy MHTepIpeTalnje Koju he j1a mpurmiine 3Haveme
THUM HAIUM CMUCJEHUM peduMa. lIpe Hero mro npenusHo yBeJieMo
1mojaM je3wKa IPBOI pejia, MOTJIeAajMO IIPBO KaKO OMCMO MOTJIH TO
yBOheme J1a olpaB/iamMo.

l'oTroBO cBakO MaTeMaTUIKO TBpheme MOXKe j1a ce pasyMe Kao Ja
HEIIITO TOBOPH O cWipykiwiypu 2 KoOja ce cacToju oJI jeJHOT Helpa-
3HOT CKyTia A KOju 30BEMO JOMEHOM, YHUBEPIYMOM WU HOCAYEM OBE
crpykrype. [lopen Tora, msamehy ememenara ox A mory ja mocroje
U3BECHE pesayuje Koje MpeIcTaB/baMo CKYIIOBUMa ypeheHnX n—TopKu
R C A" onux ejemMeHaTa KOju y TaKBUM pesarjama croje. Ha kpajy,
Ha joMeHy A mory ja mocrtoje u Heke gynrkyuje f: A" — A, Kao u
KOHCWaHITE WA UCTaAKHY Ty eaementiu ¢ € A. @ynknuje f : A" — A
30BEMO jOIII U ouepayujama Ha A.

[Iojam cTpyKType KOju CMO yIIPaBUO OMUCAJIM 30BE CE JOII U PEAd-
YUJCKO-0TEPAUUICKA CTUPYKTYPQ, N3 OIUTJIEIHUX pasJjora. Mmamo ma-
KJe caenehe:

A = (A;Rl,RQ,...,fl,fg,...,Cl,CQ,...).
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I[TpuMEP 4.1. Caza hemo ma J1aMO HEKOJHUKO CACBUM jeIHOCTaB-
HUX TPUMEpPA PeJIallijCKO-OIepaljckux crpykrypa. Hajjemnocras-
HUjU IpUMep CTPYKType dmHe Herpasuu ckymosu (A), de3 pemnanuja,
yHKIMja WM UCTAKHYTUX eJIEMEeHATa.

Crpykrypa A = (A; R), tie je R C A X A, je tapyujanro ypeherve
AKKO BayKu:

(1) 3a cBako a € A, (a,a) € R (pedexcusnoct);
(2) 3a cBako a,b,c € A, ako (a,b) € Ru (b,c) € R, ouna (a,c) €
R (Tpan3uTuBHOCT);
(3) 3a cBako a,b € A, ako (a,b) € R u (b,a) € R, onma a = b
(AHTHCUMETPUIHOCT ).
Kaxkemo na je A auneapro ypeheroe akKO OCUM TTPETXOTHOT BaXKHU JOIIT
u:

(4) 3a cako a,b € A, (a,b) € R umn (b,a) € R (torasHoct).

Crpykrypa 2 je ctuporo Gapyujarro ypehere akko je A TpaH3UTHUBHO
U BaXKU:

(5) 3a cBako a € A, (a,a) ¢ R (upedirekcuBHOCT).

Crporo maprujaiao ypeheme 2 je cwipoio auneapho ypeherve akKKo
BaXKM jOII M TOTAJHOCT y cJiegeheM OO/ITuKY:

(6) 3a cBako a,b € A, (a,b) € R wm a =b wmu (b,a) € R.
Ako crporo smmHeapHO ypeheme 2 3a;10Bo/baBa jorr u ciegehn ycios:

(7) A nma HajMame JBa eJeMeHTa W 3a CBako a,b € A, ako
(a,b) € R, ouma mocroju ¢ € A TakBo na Baxu (a,c) € R u
(¢,b) € R,
OHJIa KaxkeMo Jia je 2 wyctwo auneapho ypeherve.

[Tpumepa pajgu, ako je X ckym, onma je crpykrypa (PB(X);C)
jestHo mmapryjaano ypeherme, To cMo Beh nanomenysu y ¥YBojy. Takobe,
(N; <n), (Z;<z), (Q;<g) u (R; <g) cy upuMepy CTPOruX JIMHEAPHUX
ypebema, o7 Kojux cy mocjie/ma JIBa I'ycTa.

Cemuipyua je crpykrypa (G;*), rae je omeparmja * : G X G — G
TaKBa JIa BAYKIU:

(1) 3a cBako a,b,c € G, ax (bxc) = (a*b)*c.
Axo y GG mocToju KOHCTaHTa € TaKBa Ja je:
(2) 3acBako a € G, a*xe=a=c¢€x*aq,

oHla KaxkeMo j1a je (G, e) monoug. Axo je (G, €) MOHOHIT y KOjeM
BaYK1 JOII W

(3) 3a cBako a € G nocroju b € (G, TakBo Ja Baxu axb = e = bxa,
OH/Ia KaKeMo JIa je TO jeJHa Ipyua.
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Jeman npumep rpyne je crpykrypa (R;+,0) (oBue je + yobuua-
jeHa omneparuja cabuparma peajHuX OpojeBa), TO je aIuTUBHA I'PYIa
peasnux opojesa. [Ipumernre ga crpykrypa (R;-, 1) (rae je - omepa-
Iija MHOYKEFha, PeaTHuX OpojeBa) HUje rpyma, jep 3a 0 € R He Baxkwn
ycsos (3) rope.

IIpcwen je crpykrypa (R;+,—,-,0) nae cy + u - dunapHe, a —
yHapHa oreparuja Ha R, TakBu Jia 3a cBe a, b, c € R Baxu:

() a+(b+c)=(a+b)+c

(6) a-(b+c)=(a-b)+(a-c); (b+c)-a=(b-a)+(c-a)
IIpcwien ca jegunuyom je crpykrypa (R;+,—,-,0,1) 3a Kojy Baxun
jomn u caenehu jpoaTHU yCJI0B, 3a CBakKo a € R:

(Ma-1=a=1-a.
Ilowe je cTpyKTypa Koja, 3a cBako a,b € R, 3amoBo/baBa u ciejeha
JIBa YCJIOBA:

(8) a-b="b-a;

(9) ako je a # 0, onza ocroju d € R takso jna Baxu a - d = 1.

Cpaka oJ1 CTpyKTypa KOje CMO HaBeJsIu, Ka0 U CBaKa OJI CTPYKTYPa
WHave, UMa CBOj Wul Koju oapehyje, 3a cBako n > 0, KOJIMKO N—apHUX
pesaruja u GyHKIMja UMa Y J1ATOj CTPYKTYPHU, KAO U OPOj UCTAKHYTHUX
eJiIeMeHaTa Y HOj.

3a cBaku Tun nmahemo jean je3uk MpBOT peja ca oaroBapajyhum
OpojeM pesalumjcKux u (pyHKIUjCKUX cUMOOJIa, Ka0 U OJIroBapajyhum
OpojeM WHIMBHUyaJHUX KoHCcTaHTH. MMamo, makie, ciaenehy nedu-
HUTIA]Y:

HEOUHULINIA 4.1. Jesuk Upeol pega £ je TUCjYHKTHA YHHja CIIe-
nehux ckymosa:

(1) ckyma Rel? peaayujekus cumbonra; cCBAKI peIamjcKu cuMEour
R € Rel” uma oxmrosapajyhy aprocr a(R) € N\ {0};

(2) cxyma Fun? gynryujerus cumbonra; ceaku GyHKIM]CKA CaM-
oat f € Fun? mma omrosapajyhy apmoct a(f) € N\ {0};

(3) ckyma Cns? ungueUgYaIHUT KOHCTILAHTIU.

Enemenre ckyma Rel? U Fun? U Cns? 30BemMo neaotuuwrum cumbo-
auma jeauka £. Baxkno je ncrahm j1a cBakKu 01 OBUX CKYIIOBa MOXKE
Jna Oyme u npasaH. 3a jesuk £ KaxkeMo jia je kowauar (upedpojus,
Heupedpojus), aKO je CKYIl HerOoBUX HEJOIMYKHX CHMOO0JIA KOHAYAH
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(mpedpojus, HEMPedPOjuB). 3a MPOU3BOJ/bAH PEJIAIINjCKY CMOOJI R min
dyukmmjcku cumdon f, mpuposan 6poj a(R), ogrocHo a(f), Koju mMm je
upuApykeH 3alieMo jour u gyorcunom THX CUMOOJIA.

OcuMm oBux cumdoJIa, Koju he ja ce pasyimkyjy Kako ce Beh y KoM
je3WKy TpPBOT pejia 3aTEKHEMO, CBAaKH je3WK IIPBOT PeJia WMa, JOIT U
caenehe aotuuke cumbone:

(4) mpedpojus ckyn ungusugyasrur apomensusuxr NV = {v; | i €

N};

(5) cumboun 3a gesnuke - U —;

(6) cumbout 3a jegnakoct =;

(7) cumbon yHusep3aanol keanugpurattopa YV,
(8) momohne cumboste ((m ).

[IpermnocraB/baMo, CIUYHO Kao U paHuje, Jia Cy CBH OBU CHUMOOJIN
pasmuuntu. Kama Oymemo mocMarTpasym HEKU IIPOM3BOJHAH Je3WK IIpP-
Bor pexna £, ciaopuma P,Q,R,... hemo na osmagaBaMo peJialujcke
cumboJte, MoK hemo caoBuma f, g, h,... ma o3HadaBamMo (DyHKIHjCKe
cumoOostie. MuauBuyaane KoHcTaHTe hemo Hajuernrhe o3HavaBaTH CJIO-
BUMa C,d,e,.... Kaga Oyme dmmo morpebe, cBe mpeTxogHe CUMOOJIE
MOKEMO W JIa WHJIEKCHPaMO Ha pazjnaure HaduHe. Ha mHamBmyas-
He TPOMEHJ/bUBE, ejieMenTe ckyma V, hemo na pedepupamo ciayxkehn
ce cuMOOIMMa MeTaje3nKa &, Y, 2, ... — OIeT ca WK Oe3 UHJIeKaca.

[Ipumernmo ga ¢MO y MPETXOIHO] JePUHUIIA]H MOTJIN JIa U30CTa-
BUMO 71€0 (3) KOju ce TUIA0 MHIMBHIyaJHUX KOHCTAHTH C € Cns? u
Jla UX MIOCMaTpaMo Kao Hyaapre MYHKIHjCKe cuMmboJIe; OHJla ODHMCMO
komomen dyuknuje a : Rel” UFun? — N\ {0} mopasu ma mpormupimvo
HYJIOM.

[Toryteajmo caJia KakKo M3IJIe1ajy je3uI CTPYKTypa Koje CMO Ha-
Besin y [Ipumepy rope.

(1) Jesuk P_ mema HeJOTHYKHX CHMOOJA, MMaMo ja je Rel” =
Fun? = Cns? = ().

(2) Jesurnu crpykrypa obsimka (A; R) umajy cBera jeJlaH peJia-
mujcku cumboat R takas na je a(R) = 2. Hajuemnthie, ako roBo-
pUMO O mapuujaJHuM ypehemunma Taj cumMOos1 03HaYaBaMO Ca
<, JIOK ra, aKo KeJUMO Ja TOBOPHUMO O CTPOTUM IIapIidjaJi-
HUM ypehemnma, o3HaIaBaMO 0BaKoO <. Je3uke mapIiijaJTHuX
ypebhema oHZa MOXKEMO J1a O3HaYaBaMO ca F<, UIN IaK ca

..
(3) Jesuk Teopuje rpyna L 0/ HEJOTMUKHUX CUMOOJA MMa je-
JaH (DYHKIMJCKH CUMOOJI *, TakaB Ja je a(*) = 2, Kao u

WHIMBUIYAJTHY KOHCTaHTY €. AKo OmcMo, Kao ITO je 9ecTo
cllydaj, Tpylly IpeJcTaBuad Kao cTpykTypy (G, ', e) rue
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je 7! : G — G ymapna onepamnuja, OH/a OICMO HAIlleM je3uKy
Yo upunonamm jom u dpyHKImjcKn cumboa 1, Takas ga je
a(™hH) =1.

(4) Jesuk npcrena L 01 HETOTMUKUX CUMOO0JIA nMa (DYHKIN]CKE
cumboste +, — u -, 3a Koje Baxku a(+) = a(-) =2wua(—) =1,
Kao W WHIUBHAyaHy KOHcTaHTy 0. Jeswk mpcrena ca jesiu-
HUIIOM, Kao U je3UK I10Jba, OU TOPeJ OBUX CUMOOJIa MMAO jOII
U WH/UBUJIYAJHY KOHCTAHTY 1.

Ocum peTxoIHNX CTPYKTYPA U je3uKa KOJU UM OJIr0Bapajy, 3a Hac
he mocebno j1a Oylie 3Ha4YajHa CTPYKTypa KOjy hemo jga o3HavaBamo
ca M = (N;<,+,-,5,0). To je crpykrypa mpupofaux OpojeBa ca
yoOn4dajeHOM peJsialjoM ypehema <, Ka0 U OMHAPDHUM OIepaIldjamMa
cabuparma, MHOXKEHa 1 YHAPHOM OllepalnjoM ciendernka (n — n+1).
Oarosapajylhiu jesuk ose crpykrype 6u duo Ly = {<, +, -, S, 0}.

HATTIOMEHA. BakHO je mMaTum Ha yMy pa3jiUKy KOjy CMO Trope
MIpaBUWJIn u3Mely, pernumo, mpupoaHor opoja uysmta 0 u cumodosa 0 je-
3uKa Ly KOju ra o3Ha4UaBa, u3Mehy yHapHe omepalpje cJeg0eHuKa
S : N = N u cumbona S kKojuM ce CIIy:KUMO Jia Ha Ty OIEPAIHjy
pedepupamo, uta. Henoruuke cumbose jesmka hemo 3aTo ja o3ma-
YaBaMO MACHHUM CJIOTOM KaJia Oyje mocTojasia doja3aH Jia MOXKe Ja
nobhe 1o 3adbyne. CiangHo heMo Jga YUHUMO U II0 MUTAY CAMOOJIA 34
JETHAKOCT.

Tepmu n dopmyse. Ha ducmo nedbunucamun dbopmysie jeuka
npBor peja £ (y HacraBKy hemo ux 3BaTu MpocTo GOpMyJIaMa), IMpBO
Tpeda 1a aedUHUNIIEMO TIojaM WepMma HAIIeT je3uka. lepmu cy pedn,
CUHTAKTHUYIKN 00jEKTHU THUIIA NUMeHa, Koje heMo J1a KOPUCTUMO JIa OUCMO
roMohy mux pedepupalin Ha 00jeKTe.

HEeHULINIA 4.2. Heka je & jesuk upsor pena. Ckymose 7, 3a
n € N, gedunuiiemo Ha cjejiehyn HaUWH:
(1) Jo = Cns? U V;
(2) Tpy1 = T U{fty ..t | f€Fun a(f) =muty,... ty, €
T}t
3) T = Unzo In-

Enemente ckymna I 3Bahemo wepmuma jesuka £, 10K hemo ejeMeHTe
ckyna Jy 3BaTU GUOMCKUM TWEPMUMA.

Tepme mamer jesuka £ MOXKEMO Jla 3aMHUIIBAMO Ka0 UMEHUUE.
ATtoMcKku TepMu cy HajupocThja BpcTa mMmenwnta. llomasmm o mux,
ciyxkehu ce PyHKIMjCKUM CHMOOINMA, T'PAJIUMO CJIOXKEHUje UMEHUTIE
Harer jesmka. Tepme hemo, Kao W rope, jia 0O3HAYABAMO CJIOBUMA
t,s,u,... ca wim O0e3 uHeKaca.
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Kao u y cayuajy nedununuje dpopmyse jesmka mckasHe JIOTHKE,
U 3a TepMe je3ukKa £ MOXKeMO Ja JIOKaxKeMo cJjejiehe jegHocTaBHO
TBpheme kKoje he HaM OHJA OMOryNHTH Jia JIOKA3yjeMO Pa3InduTe
pesysITaTe UHJYKUUjoM U0 CAOHCEHOCTIY TepaMa;

JIEMA 4.1. Cxya I wepama jesura £ je najmarou cKyt peus Koju
Cagpotcu, AWOMCKE WepMe U Koju je 3ameopeH 34, UpuMeHy GyHryuj-
ckux cumodona ogrosapajyhe gyorcune. Ipyium pevuma:

(1) Fo CT;

(2) axo je f € Fun? mexu dymxuyujesu cumbon gysicume m, u
ti,. ..ty €T, onga fty ... t, €T,

(8) Axo je T' wma xoju ckyl pewu xoju 3agosonasa ycaose (1) u
(2) wope, onga T C T.

JIoKA3. Tepheme (1) HEmocpesHo cieu Ha OCHOBY JiebUHUIIMjE
cKyma J KOjy CMO TOpe JTaJIH.

Ia Gucnmo moxazamm Tephemse (2), yammmo ga je f € Fun?, a(f) =
muty,...,t, € J.3acBako t;, rae je 1 < i < m, Heka je k; HajMarbe
TakBo na t; € Ji,. Yamumo Ja je n = max(ky,...,ky,). Onma hemo
umaru Ja ti,...,t, € J,, n1a Ha ocHOBY jedununyje ox J,.1 caean
Ja ftl e tm S Cjn+1.

Yamumo cajia j1a je I' Ma Koju cKyn pevun KOoju 3a/10BO/baBa yCJIOBE
(1) u (2) rope. Tpeba na mokaxkemo ma 3a cBako n Baxu J, C I
ITomro I' 3am0BosBaBa yeaos (1), mmamo na Jy C I'. IIpermocraBumo
cana ma 9, C I'. Mehyrum, momro je ma ocuoBy (2) I' 3arBOpen
3a rpabeme Tepama NpUMEHOM (DYHKIIMjCKUX CHUMOOJIa, UMaMO JIa je
Ine1 C T, ma je n uaaykTUBHU KOpak jokasan. Hakie, T C T .

[TPuMEP 4.2. Heku oj Tepama je3uka Teopuje rpymna £g cy e,
*V{Vy WJIH * * Vi€ * Voe. Y je3uKy npcreHa Lr HEKU OJ] TepaMa Cy Vi,
Vo W + Vi — Vov3. Y je3uky Ly he HaMm, perumo, mocedHO OUTH
3Hadajun Tepmu odoauka S...S0, 3a n > 0. TakBe TepMme je3suka Ly

n
hemo 3BaTu Hymepasuma n ckpaheno hemo mnx 3anucuBatu Kao S"0.

Ha ducmo npedwunmcaan mojam dopMmyse je3uka HpBor pega &£,
1mpBo heMo J1a KakeMo IITa Cy TO aTOMCKe (popMyJie OBOT' je3uKa.

HEOUHULINIA 4.3. Awomcke popmynse jesuka npsBor pega £ cy
cBe dopwmysie odsmka = t1ty m Rty...t,, rue cy ti,ts,...,t, TepMu
jesuka £ u R € Rel? je penarmjcku cumosn myxune n. CKyn cBux
aToMckux dopmysia jesuka &£ hemo Jj1a o3nagaBamo ca Atg.

Caeneha nedununuja oaropapa jgeduHANEjI (hOpMyIIa je3uKa Mc-
Ka3He JIOTUKE.
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HEOHULINIA 4.4. Heka je & jesuk npsor pema. Ckymose F,, 3a
n € N, gedunuiiemo Ha cjejiehn HaUWH:

(1) Fo = Atg;
(2) Fpr1 =FoU{(m0) o € FFU{(p = ¥) | 0.9 € Fp} U
{(Vzp) | o € Fn,x € V]

(3) F = Unzo Fn-

Enement ckyma F 3Bahemo gopmy.som jeaura upeot pega £ nau kpahe
Ppopmy.aom, aKO je jacHO O KOM je3mKy roBopumo. Kao m y ciaydajy
nCKa3HUX POpPMyIIa, OIeT MOKEMO paHt dpopmyae p jeaura £, r(p), na
nedbunuiemo Ha cienehn naunn: r(¢) = 0, ako je ¢ € Atg; r(¢) = n,
aKo je p € Fy \ Fp_q.

Kao u y cinyuajy dopmyna mckasne Jioruke u Tepama jesuka £
rope, Baxku cjaejiehe:

JIEMA 4.2. Ckya F gopmyaa jesurxa £ je najmary ckyd pewu
Koju cagporcu atiomcke dopmyae U 3aWE0PER je 3a 6e3nuKe =, — U
ynusepsaany keanupurauyugy V. Apyium pevuma:

(1) OJO g OJ;

(2) axo o, € F ux €V, onga u (—p), (@ = V), (Vry) € F;

(3) axo je I' ma xoju cxyt pevu Koju uma GPEWTOGHA §6a CEOJ-
cwea, onga F C I

SBAIATAK 4.1. Jloxasatiu upetirogho wepherve.

JeauncrBena umtspuBOCT. Heka je K dynakuuja nedurncana
Ha HEMpa3HUM pedrnMa « je3uka £ Tako ja je Bpeanoct K («) jeanaka
30MpY BPEJIHOCTH KOje K TpHIINCYje MojeIMHAYHIM CUMOOJINMAa, § KOjU
ce jaB/bajy y «, Ha cjaejaehu HavumH:

s cv ()~ > =V R f
Ks) 11 =110 -1 -1 -1 1-n 1-n

Y Tadenu rope mpernoctaB/baMo jga cy R u f, pemom, n—apunu
pesTaljCKu U (DYHKITNjCKU CUMOOJIH.

JIEMA 4.3. 3a ceaxu wepm t, K(t) = 1. Axo je t' upasu unu-
yujasny cetment og t, onga je K(t') < 1. [axae, nwujegan upasu
UHUYUJANHY CETMEHTT, TLEPMA HUJE TLEPM.

[Iperxomano TBpheme ce jeTHOCTABHO MOXKE J1a JIOKAYKe WHLYKITH-
joM 1o cioxkenoctu tepMma t. Taj /0ka3, Kao 1 jl0Ka3e TBphema Koja
cJIeJie a KOju Cy OJINCKHM OHMMA Yy CJIy4ajy MCKa3He JIOTHKE OCTaBJHaMO
YUTAOILY 34 BEXKOY.
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Ha ducmo gokazasm TeopeMy O jeJIMHCTBEHO] YUT/bUBOCTHU €JIeMe-
HaTa Hallle CHHTaKCe IIPBO Tpeda Jia, ciayKehu ce mpeTxoHOM JIEMOM,
IIOKa2KeMO J1a je,ILI/IHCTBeHa YUT/BUBOCT BazKH 3a Te€pMe.

TEOPEMA 4.1 (Teopema o jeuHCTBEHO] YNT/BUBOCTU Tepama). Je-
JUHCTLBERA YWUTDHUBOCTI 6aHCY 30, WepMe. JIPYTum penuma, 3a C6aKy
wepm t eastcu Wawno jegho og caegeher:

(1) t = c, 3a neKy UHGUBUGYAAHY KOHCTLAHITY C;

(2) t = v;, 3a HeKy UPOMEHDUBY V;;

(8) t =fty...t,, 3a nexu n—apru gyrryujcru cumbon f us Fun?
w wepme ti, ... t,. ¥ o6om cy cayuwajy dynryujcru cumbo
f u wepmu tq,...,t, jeqguncticeno ogpeheru.

Crneneha TexHuYKa JieMa HaM Kake Jla HUjeJIaH TTPABU WHUTIA)AJT-
Hu cermeHT dopmysie Huje hopmysa. Fben je jgokas - uHyKIMjOM 110
CJIO2KEeHOCTH (POPMYJIE - CACBUM CJIMYAH JIOKA3y IIPETXOJHOI Pe3yJI-
TaTa KOju ce TUIAa0 TepaMa.

JIEMA 4.4. 3a ceaxy dopmyary ¢ umamo ga je K(p) = 1. Axo je
¢ meupazan Upasu UHUYUJAAHU ceTMERT o9 @, onga je K(¢') < 1.
axae, nujegan Gpasu WHUUUJANHU CETMERTT PopMmyae Huje PoPMYAQ.

Cama moxkeMO J1a, ciy2kehn ce mpeTxXoHUM pe3y/aTaTuMa, JOKa-
)keMo Teopemy o0 jequHctieeno] Yulpusociu GOPMYIIa MPETUKATCKE
JIOTHKE.

TEOPEMA 4.2 (Teopema 0 jeJMHCTBEHO] YUT/HBUBOCTH). Jeguh-
cWBEHA YWUTUNSUBOCT 8aHCU 36 Popmyae. Ipyrtum pevwuma, 36 c8aKy
Popmyay ¢ jesura L eastcu WauHo jegro og caegeher:

(1) ¢ je = tita, 3a nexe wepme ty,ty;

(2) ¢ je Rty ...t,, 3a nexu n—apru peacyujcrku cumboa R u wep-
Mme Ty, ...,y

(3) ¢ je (—v), sa nexy popmyay ¥;

(4) ¢ je (Y — o), 3a nexe gopmyase 1 u o;

(5) ¢ je (VYx1)), 3a nexy apomensusy T u Gopmysy .

Y apsa gea cayuaja, n—apru pesauyujcku cumodon R u ceu twepmu
t1,to, ..., t, cy jequnctiseno ogpehenu opmysom . YV wpehem u we-
WEPWOM CAYUATY, PopMYyaa ¥ u dopmyae 1 u o CY JeqUHCTLBEHO
ogpehere, WuM pegom, POPMYAOM ©, GOk CY Y TOCAEGHEM CAYHAJY
UPOMEHMUBE T U Popmyaa P Wakrohe jequrctiseno ogpeheru gopmy-
AOM. (P.
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SAIATAK 4.2. Jlokasatiu cea Wepheroa u3 0807 0genka k0ja Upetl-
zoge Teopemu [{.9 Iocae wota, Go ysopy na gokas ogiosapajyhier pe-
3YAWAWG KOJu ce Wuyao uckadue aotuke (6. goxasz Teopeme ,
gokasatiu u Teopemy [{.9

Ciodonue m Be3zaHe mpoMeHsbuBe. Kao u y ciy4ajy jesuka
MCKAa3He JIOTUKE, U OBJIe MOYXKeMO J1a Te(DUHUIIIEMO TT0jMOBE I'PaIUBHOT
Hu3a popmyIie, IpBeTa (popmylie, Kao U CKyna nordopmysa popmysie
@ jesuka &£. Te cy medunuimje cacCBUM jeITHOCTaBHA YOIIITEHHa OHOTA
mro ¢cMo uMadu panuje (B. ledbununujy . [Tornemajmo, npumepa
pajiu, Kako ducMo cajia Morim Ja jgedunuiemo ckyn Swh(p), rie je
¢ dopmya jesuka nmpsBor pega L:

Sub(p) = {¢}, 3a cBako ¢ € Atg;
Sub((—p)) = Sub(p)U{(-9)};

Sub((p = 1)) = Sub(p)USub(¥)U{(y = ¥)};
Sub((Vey)) = Sub(p)U{(Vap)}.

Kao u panmje, ako je ¢ € Sub(yp), onma Kaxemo na je dopmyna
Y aowgpopmysa dopmyne . Ako je 1 mordopmysna ox @ u P je
PA3JIUYINTO OJT (P, KAXKEMO JIa je 1 Upasa GoUWHOPMYAa O p.

Craka dopmysa je3nka mpBor pejga £ je jeiHa ped, KOHAYaH HU3
cuMOoJIa. 3a pasyiMKy o7 je3uKa MCKa3He JIOTHKe, TJe je Hail ajda-
OeT Omo yryiaBHOM (PUKCHUpaH, y CIydYajy je3uka IpBOT pejia Haml he
asihader J1a Bapupa, Kako ce Beh OyJie Memao CKyIl HEJIOTUYKUX CUM-
Oosta Hammx jesuka. Heka je ol amndader maror jeauka MIpBOT peaa
&£. AKo je jacHO 0 KOM je3uKy rOBOpPUMO, ajipader Tor je3nka hemo
J1a o3HadaBamo mpocto ca . CBaky ped « jayxwuae n > 1 jesuka £
MOKEMO J1a TIOMCTOBETUMO Ca jeTHOM (PYHKIIHjOM

jo: {1,...,n} > d

kKoja he cBakoM ¢ < n J1a MPUOUIIE CUMOOJ KOJU CE jaBJba HA {—TOM
Mecty y peun a. OHIa je jasmaree cumbdonra n3 9 jenan ypehenu map
(,8), e § o3HAYAaBa CUMOOJI KOjU C€ jaB/ba HA 1—TOM MECTY Y pedn
a. Hakne, (i,5) je jaB/bame CUMOOJIA § HA 1—TOM MECTY y PEUH (v aKO
U caMo aKo je j, (i) = s.

I[TPUMEP 4.3. ¥Y3MmuMo, mpuMepa paju, je3uK Teopuje rpyna Lg
u Heka je o caeneha dhopmyiia:
((Vvy = *vavie) —= vqe)

Y oBoM ciydajy mmamo j, : {1,...,15} — o rme, u3smehy ocrasor
st e 1o(1) = 10(2) = G 1o(5) = 15(12) == j(4) = j,(7) =
j»(13) = vo mra. JaBpama IPOMEHIbUBE Vo y HOPMYIH ¢ Cy IapOBH
(4,v2), (7,v2) m (13,v2).
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JEonHUIINIA 4.5. Heka je t Tepm jesuka &£. [IpomeH/buBe Koje
ce jasmajy y t cy oHe MPOMEHJbUBE KOje ce jaB/bajy Ha MaKap jeTHOM
mecry y peun t. Hecro hemo nucaru t(zy,...,2,) Ja ducMo o3HAYH-
JIL TepM je3nka £ y KOMe ce He jaB/bajy JIpyre MPOMEH/bUBE OCUM
x1,...,%,. Taga hemo Takohe ma mpeTmocTaB/baMo Jia Cy CBE T€ IPO-
MeHJ/bUBe pasjm4nure. Takohe, He 3aXTeBaMO Jia Ce CBe IIPOMEHJbUBE
Z1,...,Ty JaBBAJy Yy t, camMo Jla y t HeMa jaBjbarmba JIPYTUX IPOMEHIbH-
BUX OCUM OBUX.

Hexka je ¢ dopmyna jesuka £ u j, : n — d moj oarosapajyha
dbyuxmmja. Perumo na je j, (i) =V cumbosr yHuBep3aaHOr KBaHTH(U-
KaTopa KOjU Ce jaBJba Ha {—TOM MECTY y peun ¢, 3a 1 < i < n. Oucer
jasmwarva (i,V) keantudurat@opa ¥ je jeTMHCTBEHA TTOPET O]

Qpi,v = jso(i - 1)V. : -jso(j)>

TakBa Ja je ;v mordopmyna ox . Jasmame (r,k) IpoMeHbHBE
jio(k) =z y ¢ ce Hama3m ynywap ouceia jasmaroa (i,Y) weantuugu-
xawopa YV, ako ce x jaBba y ;v U j,(i + 1) = z. JaBmame (z,k)
OPOMEHJbUBE T je ge3ano jasmarvem (i,V) xeantugduratiopa Y, axo
je x yuyrap oncera of (i,V) u He TIOCTOju M TakBO ja je i < m < k
U T je yHyTap orcera jas/bama KBaHTudukaropa (m,V). JaBmarme
[IPOMEHJBUBE T je €A000gHO Y  aKO Ce He Haja3’ yHyTap Olcera Ma
KOT' jaB/balba KBAHTH(MPUKATOPA Y (0. 38 TPOMEH/bUBY T KAaXKEMO J1a je
cA000gHa Yy © aKO MMa MaKap jeJIHO CJ000/IHO jaB/bambe y . CmdaHo
ToMme, ako je I' ckym dopmyna, KaxkeMo 1a ce T jasmna caodbogho v 1,
aKO MMa MaKap jeJIHO CJIODOJIHO jaB/barbe y HeKoj oJ1 hopMmysa u3 .

Y macraBgy hemo nma mmmemo ¢(xi,...,2,) Ja ONCMO HCTAKJII
Ja je ¢ dopmyna 4uje cy cJIOOOIHE MPOMeHsbUBe Mehy i, ..., x,.
Takobe mpeTmocTaB/baMo Jia Cy y TOM CJIy4ajy CBE OBe ITPOMEHJHUBE
pazymante. CJIMIHO OHOME IITO CMO UMAaJIU 38 TepMe, He 3aXTeBaMO
Jla ce CBe TMPOMEHJbUBE X1, ..., T, 3aUCTa CJI000IHe V , Beh camo 1a
HEMa JIDYTUX [IPOMEHJBUBUX OCHUM OBHUX KOje cy cjiodomune y ¢. Ckyt
CBUX CJIOOOJIHUX TPOMEHJHbUBUX (popmysie ¢ heMo ja o3HaYaBaMoO ca

FV(p).
BAIATAK 4.3. Jajme pexypsusny gedunuyujy cryta FV(p).
HEOUHUIINIA 4.6. Tepme y KojuMa HeMa jaB/barba IPOMEH/BUBIX

3BaheMo 3atigoperum Tepmuma. Popmysie y KOjuMa je CBAKO jaB/barbe
IIPOMEH/BbUBUX BE3AHO 30BEMO PEeUEHULAMA.

I'pydo rosopehu, dopmyine ¢(xy,...,x,) IpeicTaBbajy TBphema
0 00jeKTMMa Ha Koje X1, ..., T, pedepupajy. llITto ce peuennra Tude,
MehyTuM, BUXOBY MCTUHOCHY BPEIHOCT MOXKEMO Jia YTBPINMO He3a-
BHCHO OJ TOra Ha mita ce ojapehene nmpomensbuBe ojHOCe. JoIn yBek
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HUCMO 3BAHUYHO TPUIINCAJIN HUKAKBO 3Ha4YeHhe (DOpMysIaMa Haller je-
31Ka, TO eMo [1a ypaanMo HEIITO KacHuje. 3a cala, OHe OCTajy YHUCTO
CUHTAKTUYIKUA ODjEKTH.

Y HactaBky hemo MOHEKaI Jja KOPUCTUMO 3arpaJjie u 3aleTe Mpu-
JINKOM TIHCamba TepaMa, [1a ONCMO OJIAKIIAJIN IUT/HAUBOCT. Tako hemo
mecro ft; ...t,, noHekas jna numemo ouio f(tq...t,,), duwio ca 3arme-
tama f(ty,...,t,). llocedno, ako je f Ounapam dyHKIMjCKH CUMOOT,
nucahemo, kao mro je oduuaj, (t1fty) mecro ftits. Tpeda, mehyrum,
Jla IMaMo y BUJY Jia 3amere Hucy mehy cumdoanMma asidadera Harmer
jesuka. V3 ucror passiora, moHeka heMo Jila KOpUCTUMO 3aI1eTe u 3a-
rpajie Ipu mucamwy aroMckux dopmyrna R(ty,...,t,). Takobhe, mecto
= {1ty hemo nmucaru (t; = t3), u cauanro hemMo Jla YMHUMO y CIIydajy
Ipyrux OWMHAPHUX penanujckux cumoosa. Ocum tora, t; # to hemo
KopucTuTH Kao ckpahenuryy 3a (—(t; = tg)), 1j. (- = t1ts).

Pertumo, dpopmyny u3 [lpumepa 0103T0:

((Vvg = ®vovie) —= vye),
MOKEMO J1a 3aIuIeMo Ha cjaejieNn HAYWH, KOjU je YUT/bUBUjU:

(Wa((vaxvi) =€) = (va = e))

Besnuke A,V, T, L u < cmo Beh medwunucanu u te hemo me-
dunnMje 1a 33APKUMO U y je3uKy Joruke npsor pega. Osae hemo
caMoO joII Ja JiaMo JIepUHUINA]Y €r3UCTEHIINjaJTHOT KBaHTU(MUKATO-
pa d. l3pa3s ca JieBe cTpaHe, JakJe, Kopuctuhemo Kao ckpaheHUIry
onrosapajyher m3spasa 3/1ecHa:

Bze) (Ve (=p)))

Ha cnospammmum 3arpagama y dopmyiama hemo omer ja mreau-
MO, Kao u panuje. Takohe, Hehemo j1a muremMo 3arpa/jie OKO Heraruja,
HATU OKO YHUBEP3aJHO U er3UCTEHIINjaJTHO KBAaHTH(MUKOBAHUX (HOp-
mysa. [IpermocraBpamo, Kao MITO ce TO WHAYE UWHU, & je OICEer He-
rairuje, YHUBEP3aJIHOT U €r3UCTEHIIN]AJTHOT KBAaHTU(UKATOPA HAjy KU
moryhwu. pyrum pedmmar

o=t je ((mp) 2>v), ane (=(p—1)).

Vap Vi je ((Vzp) Vi), ane (Va(pVy)).

Jro Ay je ((Fzp) AY), ame (Jz(pAY)).
Takobe, ako je ¢ dopmyna jesuka £ u Xy, ..., T, CY Pa3IAIATE IIPO-
MeHJbUBe, OHJIa hemo dopmyse YV, ... Vr,o n ;... dz,p ckpaheno
3AIMCUBATH KAO VI ...Tpe U 3T ... Ty, win jomr kpahe kao VZp u
JZp aKko je M3 KOHTEKCTa jacHO KOja je JIy?KHHA BEKTOpa T.
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I[TPUMEP 4.4. Axo je Lzp je3uk Teopuje CKyIOBa YUjU je jeIMHU
HEJIOTUYKN CHUMOOJI OMHAPHU TPEJIMKAT € KOjUM O3HAdYaBaMO peJsia-
[IMjy TPUIAIHOCTHA, OHJIA CY jeJMHU TEPMU OBOT je3WKa ITPOMEHJbUBE
v;. Jenune aTomcke dopmysie cy oHe OOJIMKa V; € V; WIH V; = Vj.
Axkcnome teopuje ckymnoBa, ZF unun ZFC, he ce ma Oymy pedenure
n3pazkeHe Ha oBoM je3uKy. [lomTo Teopuja cKynoBa 3acHUBA YUTa-
By MaTeMaTUKy, CBe yoOMdYajeHe MaTeMaTHdYKe TeopeMe MOIy Ja ce
n3pase Kao pevueHuIie OBOra je3nka.

I[TPUMEP 4.5. Ako je &y caja je3suk apuTMeTUKE, 4Hdja je yJora
na ommie crpykrypy N = (N; <, +,-,5,0), onna je y dopmyin

p=(x#O0ANz#SOANVYWz(x =y-2z— (y=S0V z=1S0)))

IIPOMEH/bUBA I CJIOOOJIHA, U HOME ce Kazke Ja je x mpocT 0poj. Ca
JIpyre cTpaHe, PeIeHUIa

Y =VrIydz(z <y A e(y) Ae(z) Az = SSy)

n3paxkana Xutotwe3y o Upochum OAU3AHUUMG.
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5. CTpyKType je3uka IpBOr peja

a dbucvo MoTuBHUCAN yBODEbe je3nKa IIPBOT pejia, TOBOPUJIM CMO
0 TIOjMY peJIaIljCKO-OIePaIlnjcKe CTPYKType. Y OBOM 0JieJbKy hemo
Taj MojaM TPENU3HO Ja JIe(PUHUIIEMO J1a OUCMO MOIJIA JIa TOBOPUMO
O CEMAHTHIA TUX J€3UKA.

Penanujcko-onepanmmjcke crpykrype. Heka je &£ jesuk mp-
Bor pena. Creneha meduHUNMja Mperu3npa MojaM PesIaliijCcKo-0Te-
palmjcke CTPyYKType O KOjeM CMO TOBOPUJIN Y ITPETXOTHOM OJIEJbKY.

HEOUHULINIA 5.1. Penayujcko-otuepayujcka ctpyrkiaypa 2 je3uka
& je jeHa 9eTBOPKA

2 = (A; (Rm)ReReﬂv (fm)feFun‘f’ (Cm)cecnsﬂf)

KOJy 4uHe:

(1) mempaszan ckyn A, KOju 30BEMO OMEHOM WU YHUBEDIYMOM
crpykrype 2;

(2) 3a cBaku n—apuu cumboa R € Rel?, jexna n—apna pernaruja
R* C A", untieptpetayuja cumbona Ry crpykrypn 2U;

(3) 3a cBaku n—apau cumbou f € Fun?, jenma n—apna oneparnuja
2 A" — A, uniiepupetioyuja cimdona, f y crpykrypn 2A;

(4) 3a cBaky WHANBHIyaIHY KOHCTanTy ¢ € Cns”, jemaH mcTax-
HYTH €JIEMEHT c* ckyna A, uniiepupemiayuja cumdoia €y
crpykrypu 2.

Haxkie, penarujcko-onepanujcka crpykrypa (wnm kpahe cupyk-
Wypa wim mogen) jeanka £ HaM Jiajy jemaH JoMeH odjekara A Kao u
MHTEPIPEeTAINjy HeJIOTHIKUX cuMOoJIa jesuka £ . CTpyKType MOXKEMO
Jla pa3yMeMO Kao BeoMa OIIIITe MaTeMaTUIKe 00jeKTe U CaMO HEKe O/
IIpuMepa TaKBUX OOjeKaTa CMO JIaJIu Y IIPETXOHOM 0Jie/bKy. KacHuje
he duTu mpuIMKe Ja ce yIo3HAMO Ca jOIT HEKMMa, O]l HhUX.

Kao mTo Mmoxke f1a ce HacayTH U3 MOCJEeIber IPUMepa y MPeTXOI-
HOM OJIeJbKY, CTPYKTypa he OUTH JI0BO/bHA Jla c€ yTBPIAU UCTUHOCHA
BPEIHOCT IIPOU3BOJbHE peUeHuIle je3uka Te cTpykType. Mehyrum, 3a
one dopmyne o(zy,. .., x,) Koje HUCY pedeHuie To Hehe SUTH JOBOJb-
Ho. Permumo, dopmyna x; < SSSO jesuka £y HUje uckas, oHa HEMa
MCTUHOCHY BPEIHOCT, Kao IITO je HeMa Hu u3pa3 Ona je uamettina. Jla
OMCMO MOTJIN JTa TOBOPUMO O MCTHHOCHO] BPETHOCTH, ¥ TIPBOM CJIya-
jy MOpamo a JIOJeJINMO HEKY BPEeIHOCT ITPOMEHJHUBO] I; U3 JIOMEHa
N. 1 y npyrom ciaydajy Tpeda Jia ypajuMO HEIITO CJIUYIHO - Tpeda
Jia, 00jaCHMMO KOHTEKCT U Jla KaXKeMO Ha KOI'a Ce ped OHa OJIHOCH, Ha
KOjy 0coQy, KUBOTHIbY Wi HellTo Tpehe.
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Ja ducmo To yumHmin, pUKCUPajMo jeJaH jesauk £ u CTPYKTypPy
tor jeauka 2A. Ilocmarpajmo mpecimkaBame 3 @ V. — A u3 ckyna
MHIUBUIYAJIHAX IpoMeH/buBUX V y momen Harme crpykType 2. OBo
IpecanKaBame Tpeda Jia MPUIIHINEe BPEJTHOCTA MPOMEH/bUBHMA, TJIE
Hac T0ceOHO 3aHNMA]y BPETHOCTHA OHUX ITPOMEH/BUBHUX KOje Ce jaB/ba]y
codoHo 'y dopmyiama  Hamrer jesmka. OBakBa IpecIHKaBarba 3
heMo 1@ 30BEMO UHJUBUJYAAHUM BAAYAUUIAMA.

Ja ducmo morym j1a JIebUHUIIEMO CEMAHTUYKH TI0jaM HCTUHE Y
crpykrypu 2 Tpeda, makie, jga JePUHUIIEMO UCTUHOCHY BPEIHOCT
Ipon3BoJbHE (hopMyJie ¢ je3nka & y cTpyKTypu 2 3a WHIUBUYATHY
Baustyarujy 3. VlcTuHocHa BpeaHOCT pedeHuIla Halller je3nka Hehe a
3aBHCH O] MHIMBUJIyaJIHE BaJlyalyje, Hero camo oji crpykrype 2. I1pe
HEro IMITo JaMo JIe(PUHUIN]Y KOjy CMO MaJjiovyac CIIOMEHYJIH, Tpeda
IIPETXO/THO /13 YBEJIEMO IM0jaM uHleptpeliayje TepaMa Halller je3uKa
npBor peaa &£.

HEonHULINIA 5.2. Heka je &£ jesuk crpykrype 2 1 Heka je 3 jeana
WHIWBUJIyATHA BaJlyaldja. 3a cBaku TepM t je3uka £, neduHuAiemo
HETOBY UHMEPTPETLAUL]Y 5(15)9l PEKYP3UBHO, Ha cJieJenn HaInH:

(1) 3a cBaKy MHIWBHUIyaJHy KOHCTaHTY C, 3(c)* = c¥;

(2) 3a caky mpoMeHsBUBY T, 3(x)% = 3(x);

(3) ako je t odmuka fty ...t,, rae je f n—apHu OYHKIUjCKH CHM-
Gon u ti,...,t, cy Tepmu, oHja hemo yzeru na je 3(t)% =

)Y, . 3(E)Y).

Oynxuujy 3( )% 1 T — A, vae je T ckyn Tepama jesuka £, Kojy
cMO ympaBo JeduHuCa I, NeMO y HAaCTaBKy YecTo CKpaheHo 3alim-
CHBATH Kao ), akKo je jacHo o Kojoj je crpykrypu 2l peu. Ciemeha
TexHnYKa jedunuimja he nam dutn norpedHa ga ducmo neduHICcATIN
BaJIyarujy (popmysia odsmka V.

HeEonHuiinJA 5.3. Heka je 21 crpykrypa je3uka &£ u HeEka je
3 1V — A jenna muauBuayasina BaJtyalnja. 3a IpoMeHbuBy € V u
a € A, neduHUIIEMO UHAUBUYATHY Bajyanujy d[z ~> a] Ha cienehn
HaYMH:

s[z ~ dl(y) =

a aKo je y =,
5(y) wunHaue.

[Tomro cmo nedunucam MMojaM WHTEPIIPETAIAje TepaMa je3uKa
&£, MoxkeMO Ja Jle(DUHUIIEMO T0jaM BaJtyaruje dopMmysa jesnka £
Koja he cBuM HaImuM opMmysraMa, Jia TPUITAIIE UCTUHOCHY BPEIHOCT Y
CcTPYKTypH 2 32 UHIUBUIYAJTHY BaJIyarujy 4. Ta nedpununuja nsriesa
OBAaKO:
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HEeHULINIA 5.4. Heka cy 2l u 4 kao u rope. Baayauyujy
vl F —{0,1}

JebUHAIIIEMO PEKYP3UBHO, 3a CBaky (OpMyJly ¢ jesuka £, Ha cie-
nehu navwun:

(1) axo je o odbmuKa t; = ty, Tjie cy t1,ts TepMu, oHIA je vo (@) =
1, ako je 3(t1) = 3(to); uname je v2(p) = 0;

(2) ako je ¢ obmuka Rty .. .t,, rie je R jenan n—apHu pesanujcku
cumbo U ty,...,t, cy Tepmu, oHga je vl(p) = 1, axo je
(3(t1),...,3(t,)) € R*; unaue je v(p) = 0;

(3) axo je ¢ obnuka —), onga je v (p) = 1, axo je v(¢) = 0;
unave je v2(p) = 0;

(4) axo je ¢ odmuka ¥ — o, ouga je v2(p) = 1, axo je v3() =0
wm v (o) = 1; unaue je vr(p) = 0;

(5) axo je o obmmka Vi), onna je v (¢) = 1, ako 3a cBaxko a € A

IMaMo Ja Baxku vy, (¥) = 1; uraue je vi'(p) = 0.
Kaxkemo 1a je dbopmyna ¢ uctiunuilio WA 3ag060.,6UB0 Y CTPYKTYpPU
2l 3a MHIUBULYaJIHY BaJdyanujy & ako je vr(¢) = 1. To hemo Taxobe
na zamucyjemo kao (2,3) E ¢. Ako je, nak, v'(¢) = 0, To hemo

sanmcuBaTi Kao (2A,3) = ¢.

HATIOMEHA. Huje Temko BujieTn KakKo Ou TpedaJso ja M3rjiea-
jy craBke mperxojiHe jeduHUIMje KOje Ou ce Turaje jaedruHucannx
JIOTUIKUX CHMOOJIa HAIAX je3WKa. 3a TO NeMO [a ce MOCTyKUMO HO-
TaIljoOM U3 IIPETXO/IHOI Iacyca:

Qo) v ho & (As) v (@) o

@Q5) E¥Ve o (2s) = mm (%) o

) Evvo & (AB)EYakko (A,5) Eo

(,5) EJzy & mocroju a € A u Baxu (A, sz ~ al) | .

EBo kako drcMo MoOrJIH J1a ITPOBEPUMO J1a, BaKU OCJIEIHE O] OBUX
TBphema:

(2,9) =z & ((A,9) F Ve
< ((,3) & Voo
< mnocroju a € A, (U, s[z ~ al) =
& mocroju a € A, (A, 5]z ~ a]) E 1.

Takobe, jegHoCcTaBHO je Jia ce mpoBepH Ja BaxKu ciejehe:

85



TBPBEWE 5.1. 3a ceakxy cipykmypy A jeaura £, dopmyary ¥ u
UHGUBUGYaIHY easyauufy d : V — A:

(2,8) E VY & (A,3) | ~Jz—p.
JIOKA3.
(2(,3) E Ve & 3acBako a € A, (A, 3[z ~ a]) E ¢
< 3acBako a € A, (A, 3[z ~ a]) £
< we nocroju a € A, (U, s[z ~~ a]) E
& (A,3) E
< (A,8) E —~Jx—p.
4

Y nckasHoj JIOTUITA CMO UMaJIH JIa BPEIHOCT BaJlyalllje HeKe NCKa3-
He hopMyJie 3aBUCH CAMO OJ BPEIHOCTH KOje Ta BaJjIyallija IIPUINCYje
UCKA3HUM IIPOMEH/bUBUMA KOje ce y Toj dopmysu jaBibajy. Herrro
CJIMYHO MMaMO U y JIOTHIIU TIPBOT PeJia.

JIEMA 5.1. 3a csaxy cupykiaypy A u popmysy ©, ako cy d1 u do
g6€ UHGUBUGYAAHE Baryayuje TWakse ga 6acu d1(x) = d9(x), 3a ceaky
UPOMEHNUBY T KOJA CE Jasna CA0DOGHO Y ©, OHGA BAAHCU:

(91731) }: 2 (Q[a 52) }: ©-

JokA3. IIpBo hemo MHIYKITNjOM 110 CJIOYKEHOCTHU T€paMa J1a ITOKa-
JKEMO 118, aKO Ce 31 U 4o CJIAXKy HA CBUM IIPOMEHJbUBHUMA y T, OHJIA je
51(t) = 39(t). Jokas je jeaHocTaBaH, €BO KAKO M3IJIE/IA FHEIOB MHIYK-
TuBHEA Kopak. lIpermocraBumo na je t = fty...t,. CBe nmpomeH/buBe
u3 t;, 3a 1 < i < n, jaBmajy ce y t, T1a ce 31 U 4o CJIaKy Ha CBUM TIPO-
MeH/bUBUMA 13 TepaMa t;. Ha OCHOBY WMHIyKTHBHe XHIIOTE3€ MMaMO
na je 31(t;) = 32(t;) 3a ceako 1 < i < n. axue,

51(1) = FAG1(t), ..., 31(tn) = FA(a(t1), . . ., 32(tn)) = 3a(t).

Bparumo ce cama TBphemy, Koje JT0Ka3yjeMO WHIYKIIMjOM II0 CJIO-
xxenoctu ¢opmyse . I[IpermocraBumo npBo fa je ¢ aromcka dop-
Myna, peruMo ¢ = Rt;...t,. CBe mpomen/buBe m3 Tepama t;, 3a
1 < ¢ < n, jaBmajy ce caobomno y . lakmie, 4, u 35 ce ciaaxy
Ha CBUM IpoMeHJbHBHMA U3 . Ha ocHOBY oHOra mTo cMO MaJionpe
nokazasn, 31(t;) = 32(t;). Mehyrum, ona nmamo za je

(2A,31) = o < (31(t1),...,51(t,)) € R*
<~ (52(t1), e ,52(tn)) S RQl
-~ (Q(, 52) }Z Q.
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Yamumo cajzia 1a je ¢ = 1 — o. Caydaj kajza je popmyna ¢ odiuka
Heralyje ce CJIUYHO joka3yje. [IpoMeH/buBe Koje ce jaB/bajy CJI000]I-
HO y (opMysim ¢ Cy OHE KOje ce jaB/bajy CJI0DOIHO Y 1) 3ajeJIHO ca
CBUM TIPOMEHJbUBUMA KOje ce jaB/bajy cyio0o/HO v 0. Jlakie, 31 u 39
ce cJIaXKy Ha CBUM TAaKBUM ITPOMEHJbUBHMMA 13 1) u o. Ha oCHOBY mH-
JyKTUBHE XunoTese umamo vy (¢) = 1 < v (¢) = 1, n camano ToMe

3a popmyny o. Hakite,

2,31) F e (,8) FEyYvum (U)o
& (A dg) Y nmm (Ayd0) Eo

g (Ql7 52) ): 2

Ha kpajy, yamumo ciyaaj kama je o = Vay. CBe cji0d0HE TPOMEHBH-
Be U3 1 jaB/bajy ce CJ0DOIHO U Yy (P, OCUM MOXKJa IPOMEHJ/bUBE X
(ako ce x jaBiba cyodoaHO y ). Hakie, 31 u 3y ce cjaaxy Ha CBUM
IPOMEHJBMBHMA y ¥ OCHM MOXKJa Ha . Vmamo 1a je (2(,31) = ¢ ako
U caMo ako 3a cBako a € A mmamo ma Baxku (2, 31[z ~ a]) = .
[Tpumernmo cama ma ce 31[x ~» a| u dxr ~ a| ciaxy Ha T Kao u
Ha CBUM JIDYTHMM ITPOMEHJbUBUMA KOje Ce jaBJbajy CJI0007HO y . Ha
OCHOBY WH/IyKTHBHe Xumorese nMamo ja je (A, 31[z ~» a]) = ¢ ako n
camo ako (U, 3z[x ~~ a]) = 1, 3a cBako a € A. Jlaxie,

(2,91) E o< (A, ~ al) =1, 3acBako a € A
& (A, 99]x ~ al) E 1), 3a cBako a € A

= (Q[, 52) ): ©.
_|

Ocnamajyhn ce Ha IpPeTXOJHY JIEMY MOXKEMO Jla JaMo ciejehy
nedbuHANjy Koja ce, m3MeDhy OCTaJor, THude HCTUHOCHE BPEIHOCTU
pPEUYEHUIIA HAIET Je3UKA:

JEOUHUIINIA 5.5. Ako je o pedenntia jesuka £, oHIa JedUHU-
memo v (o) Ha cienehu Hauum:

v (o) = v;'(0)

rJie je 3 MpOM3BOJbHA WHJIMBU/IyaHA BaJIyalyja. 3a PEeYeHUIy o Ka-
xKeMo Ja je ucmiunuiia y A axo je v¥(o) = 1. To hemo Takobe sa
zanucyjemo kao A = o.

Ba ckyn dopmyrta ' kaxkeMo fa je ucturuil Wi 3a6gosonus y A
30 UMJUBUGYANHY B8ANYAUUTY 5, aKO cy cBe dopMmyste u3 [ uctunure y
2A 3a 5. AKO je X CKyIl pedeHunIia, OHJa KaxKeMo J1a je Y ucWurull y
2l ako cy cBe peuenurie u3 Y ucrunure y 2.
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Baspane dopmysie u nojam cemaHTudke nocienurie. Caja
MOKEMO JIa YBEJIEMO T0jaM CEeMAHTUIKE IOCJIEIUIEe y JIOTUIA TPBOT
pesa.

HeEonHUIINIA 5.6. Heka je I' ckyn dopmysia jesuka mpBor peja
& u mexa je ¢ dopmysa. [umemo I' = ¢ u kaxkemo n1a je bopmyna ¢
cemaniuvka gocaequua og I' ako 3a cBaky cTpyKTypy 2 jesuka £ u
CBaKy WHJMBHUIyaJHy Bajgyanujy 3 : V — A Baxku, ako je I ucruauT
y 2 3a 3, oza je ¢ ucrunuTa y 2 3a 3.

3Ba dopMmyity ¢ KaxkeMo J1a je 6a.baHa aKO je MCTUHUTA y CBAKO]
cTpykrypu 2l 3a cBaKy WHAMBUIyasHy Basyarujy 4. Camuano hemo
TOBOPUTU M KaJla ce paJii O ckyrnoBuMa gopmysna. Popmysta ¢ je
30g080/5UBG AKO je UCTHHUTA Y HEKOj CTPYKTypu 2 3a HEKY WH/IUBU-
nyasaHy Bastyarnujy 3. Ciauano Tome, ckyn dopmysta ' je sagosonus
aKO je UCTUHHUT Yy HEKOj CTPYKTYpH 2 3a HEeKy WHIUBHUIYAJHY BaJIy-
amujy 3. @opmyna ¢ je BajbaHa ako U caMo ako Baxku ) = . [a je
0 E ¢, 1j. na je bopmyna ¢ Baspana, iemo ckpalieHo sa 3amucyjemo
oBako = . Cim9IHO Kao W y Ciaydajy HCKa3HE JIOTHKe, aKO OyJeMO
JKeJIeJIn Jla KaxkKeMo Jia Heka (hopMysia ¢ HHje BajbaHa, OJIHOCHO J1a
HUje CeMaHTUYKa IOCJeIUIa HeKor cKyma ¢popmyia ', onga hemo To
Jla 3ammcyjeMo Kao b= ¢, omnocuo kao I' & ¢. Ako je I' cunriros,
pernmo I' = {¢}, onma hemo mecro {¢} = ¢ na numemo ¢ = 1.

3a dopmysie p U P KaxkeMo J1a Cy A0TUYKU EK6UBAAEHTTHE, TIITO
3AIHCYjeMO Kao (p ~ 1), aKO je CBaKa OJ] IbUX CEMAHTUYKA IIOCJIE/IUIA

oHe Jipyre, Tj. ¢ =¥ u Y E .

SBAIATAK 5.1. Jokaostcutie ga je ~ pesauuje eKeusaseHuuje Ha
ckyuay gopmyna F jesura £ .

Ca,zLa hiemo Jda IIOKazKeMO Jla Cy TaYTOJ'IOI‘I/Ije, JIOTN4YKE MCTHUHE HC-
Ka3He JIOTUKe, 3a/Jip2KaHe U Yy KOHTEKCTY JIOTHUKE IIPBOI' peja.

HEonHUIINIA 5.7. Kaxemo na je dopmyna ¢ je3uka IpBOT peja
£ unctionua nckazue popMmysie P, ako ce y 1 jaB/bajy caMO UCKa3HA
CJIOBA (1, . . . , ¢y ¥ TOCTOje hOpMyJIe 1, ..., P, je3uKa £ TakBe Jia @
HacTaje Kao pe3yJsiTar 3aMeHe (hOpMyJIe ; MECTO CBAKOL jaB/baiba O/l
q; yaytap dopmyie ¥, 3a 1 < i < n.

ITpuMEP 5.1. @opmyiia
Vryp — (Jyp — V)
je mHCTaHNA NcKazHe dopmyse p; — (p2 — p1). Takobe, dopmyta

(VaVyp A F2Vvo) — (VaVyp V JzVoo)
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je uncrania uckasue dopmyie (prApiz) — (prVpir). Popmyiie jesuka
IIPBOI' peJla KOje HacTaj)y Ha OBaj) HAYMH, KAaO0 WHCTAHIE MCKA3HUX
dopmysia Koje cy TayToJIornje 30BY ce WayhoNoUKUM UHCTLAHUAMA.

TBPBEWBE 5.2. Csaxa Wayhorowka uHClarya je 6anoana Hop-
MYNQ.

JoKA3. Yamumo ja je dopmyrna ¢ jesuka F MHCTAHIA UCKA3HE
dopmysie ¢y K0Ojoj MECTO MCKA3HUX CJIOBA (i, ... ,({, CaJa UMaMO
dopmyne @1, ..., @, jesuka L. ¥Yamumo 1a je A cTpyKkTypa je3uka £
1 ) mHauBUIyaHa Basyarmja. OCHOBHY BaJjyalujy vy, J1edUHUATIIEMO
Ha caenehm Hadmm:

1, ako je (A, Dis
on(d) = je (%,3) =
0, ako je (A,3) = ¢;.
BpesinocTn Koje oBa OCHOBHA BaJlyalluja IIPUIIKCYje CJIOBUMAa KOja ce

y ¢’ He jaBipajy Ham Hucy BaxkHe. Cajia hemo, MHIYKIMjOM IO CJIO-
sKeHoCTH hopMmyJie ¢’ J1a TOKazKeMO Jia BayKu:

(22) Foeu()=1 (+)

Axko je ¢/ HEKO HCKA3HO CJIOBO (;, OHJIa UMaMO Jia je

v(ig)=1< ,3) Ep

Ha OCHOBY JeMUHUIAjE OJT Vp.
Axo je ¢ odbnmka —)', npumerumo ga hie y Tom ciayuajy ¢ ourn
obstmka —1), 3a HeKy dopmyry ¢ jesuka £. Onna he ma Baxku:

(2,0) Fp e (A9) FoY
<o) =0
S o(e) =1.
Ca mpBor Ha JIpyTU peJl rope MOYKeMo Ja rpeljeMo Ha OCHOBY MHJIyK-
TUBHE XUIIOTE3€e 3a opMmyry 1.
Axko je ¢’ obmmka 1 — o', npumerumo moHoOBO ja he ¢ dutu

obsmKa Y — o, 3a Heke (opmyse P u 0. CAUIHO KAO U TPETXOTHOM
CJIy4ajy, IMaMoO J1a BayKh:

@3) Fee @) Fyv=23) |0
so@)=1=v(c)=1
s o(¢) =1.
[ToHOBO CMO ca MPBOT HA JIPYTH PeJ| rope MO Ja npeheMo 3axBa-

myjyhn unaykTuBHOj Xunore3n. OBUM CMO MOKA3aJU Jia BaxKu (k) u
MOKEMO JIa Ce BPATUMO JIOKA3y HAIller TBphema.
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Axko je mama uzBopHa GOpMysa  TAyTOJOINIKA UHCTAHIEA O ¢,
amu nocroje A u 3 Taksu ga je (A,3) FE o, 1j. (A,3) = —p, onga
ducMo MMAaJIM, HAa OCHOBY KOHCTPyKIMje rope, ma Baxku v(p') = 0.
MebhyTum, To je memoryhe mormmro je dhopmysa ¢’ Tayrosnoruja. =

Beh cmo namomenyiu na je nurame Ja Jid je HekKa dopMmysia Ta-
yrosoruja oajyduBo. Ilocroje edekTuBHe mporiemype, Kao IITO Cy
HUCTUHOCHE TadJIUIE, KOje HaM IOCje KOHAYHO MHOTO KOpaKa 3a CBaKY
UCKa3Hy (POPMYJIY 1ajy OJrOBOP HA MUTAILE JIa JIX je OHA TayTOJIOTH]ja
niu Huje. Kaja du cBaka Basbama (popMyJia, JOIMIKa UCTUHA JIOTHKE
IIPBOT peJia, OM/ia TayTOJIONIKA WHCTAHIIA MOTJIN OMCMO 18 OYU€KYjeMO
na he m caja TakBa jesiHa Iporieypa Ja HaM OyJie Ha Paciojaramby.
Mebhytum, naseko ox Tora jia he To dutn cirydaj. Kao mro hemo Bujie-
TH y JIPYTOM JIeJIy OB€ KIbUTe, JIOTWKA MIPBOT PeJia Huje 0gAYuu6a. 3a
caJjia, IMorjelajMo KakKo M3IJIeajy HeKe BaJbarbe (popMyJsie Koje HUCY
TAyTOJIONIKE WHCTAHIIE.

Y Tabemu 1 mo/1e HABEJM CMO HEKE BayKHE MApOBE JIOTUIKU €KBU-
BaJileHTHUX (popMmysia. EKBUBaJIeHIIje Yy IPBOM pey Te Tadesie 0OUIHO
ce 30By /Jle Mopiarnosum 3arxoHuma, OHE Y JIPYTOM DeJIy ce TUIY Iep-
MYTOBalba KBAHTU(MUKATOPA UCTOI TUMA JOK CYy €KBUBAJICHIIUjE W3
Tpeher pena 3axonu guctipudbytiusroctiu ¥V vam A n 3 mag V. Bax#ao
je Ja 3HAMO J1a €KBHUBAJEHIMje OJI YeTBPTOr Ia CBE 0 TOCIEIIHET
pea y Tadenn He BarKe Oe3yCJOBHO — OHe he BaXKUTHU T10JI YCJIOBOM
na x ¢ FV(¢). EkBuBasienuje u3 nocjejma Tpu pejia Tabesie OOuIHO
ce 30BY UPABUAUMG TACAHCA.

[Ipumepa paju, TOrIe ajMO KAKO OUCMO MOIJIM JIa ITOKayKeMO J1a
cy dopmyse u3 Japyre KOJIOHE IIeTOr pejia Tadese JOTMYKA €KBUBa-
sentHe. Ocrajie ce eKBUBAJIEHIIjE JIOKA3yjy CACBUM CJIMIHO U OCTA-
BJ/bAMO UX YUTAOILYy 3& BE¥KOY.

Y3mumo, gake, ja je A CTpyKTypa U 3 WHIUBUIYAJHA BAJIyalll]ja.
ITpernocrasumo ga Baxku (2A,3) = Jx(p A ¢) u 1a ce IpOMEH/bUBA T
He jaBjba cj10007HO y dopmynu . Ha ocnoBy Hamomene koja ciemn
namty Jledbunuiujy 0/I03r0, 3HAMO Jla KaJa je TO CJIydaj, OHJIa
nocroju HeKo a € A TakBo ja je (A, s[x ~ a]) = ¢ A. U3 Tora he
onja ja cieau jga umamo (24, 3[x ~ al) = ¢ kao u (A, 3]z ~ al) E .
U3 apyror KOHjyHKTa IOCJIEIbE PEUCHUIE MOYKEMO A 3aKJbYIUMO
ma (2,3) = Jxyp, nok u3 mpBor KoHjyHKTa caean Ja (A,3) = ¢ — 1o
je 3aTo IMITO ce MPOMEHJbHBA T He jaBjba CJI0DOIHO y dbopmyan ¢ (B.
Jlemy [.1]). dakme, Moxkemo 1a 3akmpyanmo ga (U,3) = ¢ A .

Y cynpoTHOM cMepy, npermnoctaBuMo ja Baxu (A,3) = ¢ A Jxp.
Hakme, nmamo na je (A,3) = ¢ xkao u (A,3) = Jxe. Ilonoso, us
JIpDYTOr KOHjyHKTa MOCJIE/IIbe PEeUEHHIIe CJIEN J1a IIOCTOjU HEKO a € A
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—3Jxp ~ Vr—p —Vxp ~ Jx—p

VaVyp ~ YyVap Jxdyp ~ Jydzp
Vae(p ANp) ~ Voo AV Fx(p V) ~ Jzp V Iz
© ~ Vxp @~ dzp

Vz(p V) ~ oV Vay (e Ap) ~ @ A 3zy ¢ FV(p)
Ve(p =) ~p = Vo Vao() — @) ~Jap — ¢ ¥
dz(e =)~ =3y Fz(p = @) ~Vp = ¢

TABEJIA 2. Jloruuku ekBuBajieHTHE HOPMYIIE

takBo ga je (A, 3[x ~» a]) = 1, ZOK U3 HIPBOr KOHjyHKTA CJIEAU A
(,3[x ~ a]) = ¢ — omer, momTo ce ¥ U 3[xr ~> a] cIAKY Ha CBUM
IIPOMEHJ/bUBUMa, KOje Ce jaBJbajy CJI00OJIHO y . lakie, mmamMo 1a

(2,3[z ~ a]) E @AY, maje (U,8) = Tx(p AY).

TBPBEWE 5.3. 3a upoussomne ckyuose gopmyra I' u A, xao u
dopmyae p u P, sascu caegehe:
e~ & Ee ey
pEY & EFe—ov.
Taxohe, axo je ' C A uT | ¢, onga A = .

J1OKA3. IIpBe jBe eKBUBaJICHIIH]E Cy jeJITHOCTaBHA Ttocyaeautia /le-
dbunurmje KOjy cMo MaJjionipe Jaqu. Tpehe je TBpheme Takobhe
cacBUM jeJTHOCTABHO JIOKa3aTH, jep ako cy A u 4 taksu ja je (2A,3) =
A, oryma umamo u (A,3) =T, momro je ' C A, mau (U,3) Ep.

Kao yomrmreme apyre ekBWBaJIeHIMje U3 MPETXOIHOI TBphema
nMaMo cjiesehe:

TBPBEWE 5.4. Hexa je I' cxyta gpopmyna u p u P gopmyae. Onga
BAIHCU:

Fu{el v el Ee—=1.

JIoKA3. C sieBa Ha jecHo, npernocrasumo Ja je TU{¢} E ¥ u na
cy 2 cTpyKTypa U  MHIUBUIyaHA BaJyalija TAaKBe J1a 33/ J0BO/baBa]y
I'. Ouna hemo mmaru ja Baxku (2,3) = ¢ mwm mak (A,3) = . V
IIPBOM CJIy4ajy, camMo Ha ocHoBy [ledbunwuruje rope nmahemo ma
Baxku (2U,3) = ¢ — 9, nma hemo nmarn I' = ¢ — . Y apyrom
citydajy, momrto mo npernocrasuu Baxku I'U {¢} = ¢, cnemn na je
(2(,5) = v, na oner umamo na je I' = ¢ — 9.

BaecHa Ha JeBo, mpermnocrasumo ja je I' = ¢ — 1 u ma cy 2A
CTPYKTypa U $ WHJMBU/YaJHa Badyaluja Koje 3anoso/basajy I'U{p}.
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[Ipernocrasumo ga (2A,3) = . Homro (A,3) = T u (A,3) E ¢,
ceu a I' = ¢ — 1), miro je cynporHo Harmoj npermnocrtasim. Jakie,

(A,3) = 9, na umamo na je I' = ¢ — . .
TBPBEWE 5.5. 3a tpoussonrar cxyt gopmyaa L', kao u popmyase
Olye - 0ny ¥ ul <i < n, caegeha cy wepherva ex6UBANECHTHA:

(UFU{SOlaaSOn} ):15;
(2) TU{p1 A Aoy} =
(8) TU{p1,.- it E (@i Aot Apn) = 1.

JIOKA3. Jla ducmo jokazanu jga (1) mosiaauu (2), Tpeba camo ja
npuMeTHMO 113, ako cy 2 u 3 Takse ga (2A,5) = o1 A ... A p,, OHIA
(A,3) = ¢; 3a cBako 1 < i < n. Baxun u uMmumkammja y oOpHYTOM
cmepy, ma ako (A,3) E{¢1,..., i1}, orma (A,3) E o1 Ao A i,
u3 dera ciaeau ga (2) nmosiaun (3). Ha cimyan madun nmokasyjemo Ja
(3) mosaaun (1). =

TBPBEWE 5.6. Heka cy ¢ u ) Gpoussonne opmyse. Onga easicu:

(1) {¥Vx(p — ), Vrp} = Vay,
(2) E ¢ & F Vap.

JOKA3. /la ducmo J1oKa3aJm IpBO OJT OBUX TBPhema, y3MUMO Ja
cy Ham garu A u » TakBu ga Baxu (A,s) | Va(e — ¢) Kao n
(A,3) E Vap. Yamumo caga npoussosbHo a € A. Onma hiemo nmaru
aa je (A, 3[z ~ al) o = You (U s[z ~ a]) | ¢ Jdakae, (U o[z ~
al) = 1, a momrro je a € A duso npoussBosbHO, caenu na (2A,3) = Va.

JIpyro je TBpheme Takohe jegHOoCTaBHO JT0Ka3aTh. [IpermocraBumo
na je dhopmysia ¢ BasbaHa, Tj. = ¢. Heka cy mam garu crpykrypa 2
U WHUBHU/IyaJ/IHa BaJIyallja 3, Kao u npou3BosbHO a € A. Onma hemo,
nomTo je dopmyna ¢ BabaHa, umatu na Baxu (A, 3[x ~ a]) E .
Haxue, cienn na (2, 3) E Vry, na je u dopmyna Ve BabaHa.

Y cynpoTHOM CMepy, IPeTIocTaBuMoO Ja je = Vrp u ma cy Ham
JaTu cTpykTypa 2 u mHauBHayasHa Bastyanuja s. Onga he ma Baxkn
(2(,3) | Vap. Hoceduo hiemo mmarn ma Baxu (A, 3[z ~ 3(x)]) E .
Mebyrum, kako je a[z ~» a(z)] = 3, caemu na je (A,5) = ¢, na je
dopmya ¢ BasbaHa. .

HeEonnunmiA 5.8. Kaxemo na je dopmyna ¢ renepasudayuja
dopwmyiie 1, ako 3a HeKO n > (0 U IPOMEHJbUBE T, ..., L, UMAMO Ja
je

@ =Vz,... V.
Hakme, y caydajy n1a je n = 0, MOXKeMO Ja KayKeMO Jla je CBaka
dopMysta COTICTBEHA NeHEPATU3AIIH]A.
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HAMOMEHA. Ilpumernmo caMo Ja Ha OCHOBY TBphema Koje CMO
yIIpaBO JIOKa3aJd CJIEJIN Jla aKo je popmysia i BajbaHa U (o je TeHe-
panusanuja oj 1, oHjia je u popMysa @ Takohe BasbaHA.

TBPBELE 5.7. 3a cearu ckyt dopmyaa I' u dopmyay ¢ sasrcu:
(1) T E p < T U{~p} nuje 3agosonus;
(2) T'=—p < T'U{p} nuje sagosonus;
(8) axo je T 3agosonmus, onga je maxap jegan og cxytosa I'U{p}
uT'U{=p} sagosomus.

JIokA3. Tephemwa (1) u (2) ce jemnocrasHo noKa3zyjy. da ducmo
JoKaz3asn J1a Baxku (3), npernocraBuMo ja je I' 3a70Bo/bUB Kao 1 Ja
uujesan oz ckynosa I'U {p} u I'U{—¢} nuje 3amoBossus. Ha ocroBy
(1) u (2) mmanmo ma I' = ¢ A =, a momrro je I' 3amoBosbuB, cienn na
je m dopmyna @ A —@ 33JI0BOJBUBA, IITO je HeMOryhe. .

BAIATAK 5.2. Jloxaotcuttie ga eastcu (1) uw (2) us upewizogror
wepherva.

Teopuje. Y macrtaBky he HAC MOCEDHO 3aHUMATH PEUYCHUIE HA-
X je3uKa Ka0 M CKYIIOBU PEYEHHIa. ¥ TOM CJIyUajy WHIUBHUIyaJHE
BaJIyallije He UI'Pajy HUKAKBY YJIOTY, Ko IITO CMO Beh Buje/n rope,
I1a, Ka)kKeMO JIa je PEYEeHHIa 0 CEMAaHTUYKa ITOCJIeIUIA CKYIla pede-
HHTA Y aKO U CaMO aKO, 3a CBaKy CTPYKTypy 2l BaxKu j1a, ako je
nctuanTo y A, onjya je u o uctunuro y A. Ckymnose pedenuria hemo
YeCcTO 3BaTU U Weopujama. 3a CKyN pedeHnria Y. jeauka £ hemo pehu
Ja je GowuyH, aKo 3a CBaAKy PEYEHUILYy 0 TOT je3uKa MMaMo Jia 0 € X
wm —o € Y. Ta he Ham ocoduHa CKyIOBa pPeYEHUIa OUTH ITOCEDHO
3aHUMJbUBA KacHUje. 3a caJia, IPUMETUMO CaMo JIa CMO Yy J10Ka3y Teo-
peme womuUYyHoCcwWU NCKa3He JIOTUKE KOHCTPYHUCaJI MaKCUMAaJIHO
KOH3UCTEHTAH CKYI KOju je mMao oBo cBojcTBo. Cimuno he Ourtu n
y JI0Ka3y MOTIIYHOCTH JIOTUKE IIPBOT Pejia, caMo IITO heMo ce Tamo
CpecTH ca JeJITHUM IT0JMOM KOjU CBOJCTBO MOTITYHOCTHU KOj€ CMO yIIPaBO
JneduHUCAIN YOIIIITaBA.

[TPUMEP 5.2. Ako je L je3uk Teopwuje rpyma, HeKa je X caeaehn

CKYIl PeYeHUIIa:

(1) Vayz(z * (y * 2) = (z * y) * 2);

(2) Ve(x xe =x =e*x);

(3) VaJy(zxy = e =y *x).
Ckym X je yoduuajeH CKyIl akCHoOMa TeOopHje I'pyIlia, Kao IITO CMO TO
Beh Hamomenysim panuje. AKO je 0 pedeHHUIa je3WKa TeOpHje TPyIa,
oujia Y. = 0, ako ¢ Baxku y cBuM rpynama. AKo je, Ha TIpumep, o =
Vay(x xy =y *x), ouga X £~ o jep HUje cBaka rpyla KOMYTATHBHA.
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ITPUMEP 5.3. 3a cBako n > 2, HeKa je 0>, cieneha pedeHnna:

dzy .z F o N AT F Ty ATy XT3N N Ty FE Ty).

Hemro npykuumje, ucrty OBy DEUEHHIy MOXKEMO JIa 3allUIleMO U Ha
ciaenehn Hadmm:

0<i<j<n
Y3mumo jorr na je o>; (Baskana) pedennna Jx(z = z). [Ipumernmo
Jla, BayKI:

A= o>, & A uma HajMame n eleMeHarTa.

Hexka je, 3a cBako n > 1, 0<,, pedeHUIa ~0>,4+1. Lakobe, HEKa je o—,
pedeHUIa o>, A 0<,. Onma he Baxxuru cienehe:

A=o0<, & A vnMa HajBHINE N eIeMeHATA
AE=o_, & A wuma TadHO N eJeMeHaTa.

ITocmaTpajmo cienehn cKyn pedeHuria:
Y= {0217 0>2,0>3,... }

Nmanmo na Baxku ja je A = X ako u camo ako je ckyn A decKoHadaH.
Bunehemo nermTo kacHuje /1a He MOCTOjU CKYI PeUYeHUIA ., OUJIO KOT
jesmka mpBor pena, Takas Ja je A = ¥ ako m camMo ako je ckym A
KOHAYAH.

I[TpuMEP 5.4. Heka je L. = {<} u Heka je X cienehn ckyn

pEeUEHUIIA:
(1) Va( < 2);
(2) Veyz((z < y ANy < z) >z < 2);
(3) Vay((z <y)V(z =y)V(y <x)).

Peuennnie n3 y ¥ HaM KaxKy ma je < cTpoOro JimHeapHo ypebheme.
[Mocroje momenu o 3 (crpykrype 20 y KojuMa je X MCTUHHUTO) KOjU
Cy KOHAYHHU, & TOCTOje W OHM KOjU Cy OECKOHAYHU; MPUMEpaA DPaJId,
ckyu {0,1,2,...,n} ca yoduuajenum ypehemwem ¢ jeqne, u ckyn N ca
yobuuajenuM ypebhemem ca jipyre crpane. MehyTum, ako y3memo m1a
je

Y=Y U {VzIy(zr <)},

OBa NPHUI0JaTa PEUEHUIa TBPAN & He IIOCTOjU HajBehn eJeMeHT, 1a
cBaKM MOZes of Y Mopa Ja Oyle DecKOHadYaH.
ITocmatpajmo cienehe jiBe pedeHwuiie:

4) Vey(z <y — Jz(x < 2N 2 < y));
(5) Vedyz(y < x Az < 2).
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Cse ckymna peuenurie (1)-(5) mpejcraBibajy akCuoMe Teopuje Yctuur
AuneapHux ypeherva be3 xpajrwux wavakra. O T0j Teopuju hemo maJio
BHUIIIE UMAaTHU Ja KazKEMO Yy IIOCJIeAhEM OJ€/bKY OB€ KIbUIC.

HEOUHUIINIA 5.9. Heka je & je3uk mpBor pejila m Y CKYyIl pe-
venura oor jesuka. Ca Mod(X) hemo na o3magaBaMo Kjacy CBUX
crpykTypa 2 jesuka £ TakBuX Ja Baxku A = 0, 3a CBaKo 0 € 3

Mod(X) = {2 | A = 0 3a cBako 0 € X}.

Axo je ¥ = {0} cunrsiron, nucahemo Mod(o) mecto Mod({c}).
Y3muMmo cajia Jia je K Kiaaca cTpykrypa jesumka &£. Kaxkemo ga
je K eaementtiapra xaaca, aKO TMOCTOJU CKYI peUeHUIa Y. je3uka £
Takas Ja je X = Mod(X).
Ba cBaky kiacy K crpykrypa jesuka £, yamumo Ja je Th(X),
enementniapra weopuja og K, nepunucana Ha cieaehu HaAUNH:

Th(H) ={0c | A = 0 3a cBako A € K }.

Axo je H = {2}, ouma hemo mmcaru Th(2), mecto Th({2A}). 3a
eseMerTapHy Teopujy Th(2l) Kaxkemo jour na je Weopuja cUpykmuype
2.

Jenna enemenTapHa Teopuja Koja he HaM y HACTaBKY OUTHU ITOCEOHO
BaxkKHa je Teopuja cTpykType

Th(M) = {0 | N = o},

Tj. CKYN CBUX pedeHUIa je3nka Ly UCTUHUTUX Y CTPYKTypu .

Kao nnycrpanmjy nmojma esleMeHTapHE KJj1ace, MOYKEMO JIa Ce TTOCITy-
JKUMO TIpUMepHuMa Koje cMmo jaiu panuje. Tako hemo y mpumepuma
u 5.4 umaru na je Mod(X) kmaca cBuX Ipyna y IpPBOM, U Kila-
ca CBUX CTpOrux JuHeapHux ypehema y apyrom caydajy. Ocum Tora,
jacHoO je ja je KJiaca IaplujaJtHUX ypebhema ejieMeHTapHa W CJAUTHO
BayKW 3a Kjacy peJaija ekpupasennuje Mod(X), tae je ¥ caenelin
CKYII pe4deHuIia:

(1) VzRzx;
(2) Yzy(Rzy — Ryx);
(3) Vayz((Rzy A Ryz) — Rzz).
Takobe, kmaca mpocTux HeycMepeHuX rpadoBa je ejqeMeHTapHa. ¥
OBOM CJIy4Yajy OMCMO MMaJIH Jia CKyIN Y. YnHe cjejiehe JBe pedeHHUIle:
(1) Va—=(Rzz);
(2) Vay(Rzy — Ryzx).

Ako y3memo ckyn ¥ = {o>, | n > 1} u3 Ilpumepa [5.3| omosro, on-
na BuuMo f1a je Mod(X), kiraca DecKkOHAYHUX CKYIIOBa, €JIeMEHTAPHA.
MehyTum, Kako ¢cMO HAIIOMEHYJ/IU FOpe, He IIOCTOJU CKYIl PeYeHUIa Y
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takaB na je Mod(Y') kiaca cBux KoHadHMX cKymosa. To je mocite-
quia Teopeme KOMUAKTHOCTLU JIOTHKE TPBOTI' pejia Kojy hemo
Ja Jokaxkemo HernTo KacHuje. Ca apyre crpane, Takohe u3 IIpumepa
BUJIMMO JIa je KJlaca CBUX CTPYKTYpa KapIUHAJIHOCTH (HajMarbe,
HajBUINlE, TAYHO) M, Ijie je n > 1, eleMeHTapHA.
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6. OcHOBHU IIOjMOBU Teopuje MojaeJia

Kama mocmarpamo Hekn jesmk & m oirosapajyhy CTpyKTypy TOT
jesuka, Tpeda Ja mMaMo Ha yMmMy O KOjuM odjektmMa (byHKIHjama,
peslaljaMa U KOHCTAHTaMa) MOYKEMO y TOM jE3WKY Jia TOBOPHMO.
HapaBno, M0okeM0 & TOBOPHMO O OUJIO KOjO] (DYHKITU]U U PEJIAITH]U
3a KOjy y HaIlleM je3uKy mMaMo ojiroBapajyhu cumodost. Mehyrum, nma
n japyrux. Caja heMo ce mocBeTuTH HUTamy KOje CBe 0DjeKTe Jiare
CTPYKTYyPE MOXKEMO J1a JePUHUIIEMO CIyKehu ce cpe/ICTBUMA HAIler
je3nKa.

Hedunaduanocrt. Yamumo 1a je p(xq,...,x,) dopmyna jesuka
& uauje ce c0dOIHE TTPOMEH/bUBE HaJsiaze mehy xq,...,x,. Ako je A
CTPYKTypa jesuka £ u ay,...,a, Cy eaeMenTn gomeHa A, onga hemo
mucatu 2 E ¢(ay,...,a,) xao ckpahenuny 3a v () = 1, rae je

5:V — A raksa na je s(z;) = a;, 3a 1 < i < n.

JEoUHULIMIA 6.1. Ako je 2 crpykTypa u n > 1, KaxkeMo Ja je
ckyn B C A" gepunadbuaan y 2, ako nocroju dopmyma @(xy,...,T,)
jesuka £ TakBa Jla BaXKu:

(bl,...,bn) eBsA ):@(bl,,bn)
Oyukimja f : A" — A je nedunadmiHa ako je meH rpad

{(ar, .. an,an1) | flat,...,a,) = any} €A™

nedunadbmian. EjmemenT momena crpykrype a € A je medbunadbuiian,
ako je cuaryiton {a} nedpunadusam.

Kazxxemo na je ckyn B C A" gedumnadbunan ca Gapametupuma y
2 ako mocroju dopMysa P(T1, ...y TpyYiye v sYm) U Aly.ve py € A
TaKBU J1a BazKH:

(bl,...,bn)EB<:>‘21Izgo(bl,...,bn,al,...,am).

Jlaxie, 3a ckyn B C A™ kaxkemo 1a je nedbuHadmian y 2 ako
MOkeMO Ja HaheMo dopMysIy ¢ ca m CJI0DOIHUX IPOMEHJHUBUX 38
KOjy BaxKu J1a je uCTUHUTA y 2 KaJ1a IbeHUM CJIOOOHUM IIPOMEH/bUBUM
MIPUIIUAIIIEMO BPEJIHOCTU N—TOpKe u3 B, u Koja je Jraxkaa unade. lcro
BaKM 1 3a (PYHKIMjEe U €JIEMEHTE JIOMEHa CTPYKTyPe.

[IITo ce nedpunadbuanocTH ca MapaMeTpuMa TUYE, TO UHTYUTUBHO
3HAYM Ja Y (popMyIaMa MOXKEMO Ja Ce CIYKIMO UMEHNMAa eJIeMeHATa
Hare cTpykrype 2 ma ducMo ojipehene ckymose Jie(DUHUCAIH.

I[TpuMEP 6.1. Heka je 2 = (N;+,-,0,1) crpykTypa OpUpOIHUX
OpojeBa ca yodbudajeHUM olepalmjaMa caduparma U MHOXKema. [Ipu-
meTumo npBo Ja je ckyn {(a,b) € N* | a < b} nebunadunan y A
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omohy dopwmyiie:
p(z,y) =32(2 20Nz +2=1y).

Jpyrum peunma, penanuja < je mebunadmina y 2. Y3Mumo caja 1a
je P={p € N | p je npoct 6poj}. Ouna dopmya

Y(r)=x#1AVyz(r=y-z2— (y=1Vz=1))

necdbuHMIe 0Baj CKYI y cTpyKTypu 2.
IMTocmarpajmo caga crpykrypy A = (N; <) jesuka £ = {<}. IIpu-
MeTHUMO J1a (hopMyJIa

P(x) =-Jy(y < z)
nedbunume 0 y 2A. Takobhe, 3a cBako n > 1, hemo mmaru ma je n
nedbuHadUIAH OBOj CTPYKTYpH, IITO HUje TeImKO jga ce Bumu (1 je
HajMarmu npupojian opoj Behu ox 0, 2 HajMamu TpupoJian Opoj Behu
on 1 urm.).

Heka je cama A = (N;+,:) cTpykTypa IpuUpoOgHUX OpojeBa ca
yoom4ajeHuM orepanujama cadbupama 1 MHOXKema. Ouma cy 0, S, <
U olepalija crernenoBama F, csu nedunaduianu y crpykrypu 2.

Mozxkemo na nedbunuiniemo d0poj 0 momohy dhopmyite

p(r) =Vy(z+y=1y).
Beh cmo Buzenn Kako MOXKeMO Jla Y OBOj CTPYKTypHU J1edUHUIIEMO
pesarujy <, 0K popMmysa

o(x) =Vy(z -y =y),
nedunuire 6poj 1. VI3 omora mrTo cMO paHuje peKau Caeaud Jia y
OBOj CTPYKTYPHU MOXKeMO J1a JIebUHUIEMO OUI0 KOjU TMPUPOJIAH OPOj
k xao u ckymn mpoctux opojeBa P. Takohe, Omyio Koju KOHAYaH WU
KO-KOHAYaH CKyI (CKyI YMju je KOMILJIEMEHT KOHadaH) douhe y OBOj
cTpykTypu gedpunadunan. la ducmo nokazanum ja je oneparuja FE ne-
dbunadunna y ctpykrypu 2l Tpeda HEIIToO BHUIIE IMOCJa U TO hemMo Ja
ITOKaKeMO y JIpyroM Jiesty oBe Kibure. Taja hemo takohe 1a moxake-
MO JIa je cBaKa m3padyH/buBa (PYHKIMja Kao U pesaluja gedpuHadmuI-
Ha y oBOj cTpykrypu. [Ipumerumo jga mMa camo mpedpPOjuBO MHOIO
nedbunadbmwranx QyHKIUja U pesaiuja, J0K je CKyIl CBUX (DyHKIINja
jemHor aprymenTa Ha N xapauaasHoctn 280,
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[TPuMEP 6.2. Heka je cama B = (R;+,:) crpykrypa peajHux
OpojeBa ca yoduUajeHUM ollepalijaMa cadupama U MHOXKema. JacHo
je na je 0 mecdbmHadbmIaH y 0BOj CTPYKTypH, moiTo je 0 jequHCTBEHH
HeyTpaJ 3a cadupame. Ckyn RT C R nmosuTuBHEX peaaHmx OpojeBa
takobhe je necdbunaduian nmomohy dhopmyse

o) =3Tyly-y=2x) Az #0.

U3 oBora ciiein 1a je yodudajeno juneapuo ypeheme < na R medu-
HaduiHo y 2A:

Y(z,y) = 32(p(2) Ao+ 2 =1y).

[TPuMEP 6.3. IIpumepu geduHAOUIHOCTH KOje CMO TOpe JaInd Bp-
Jgo cy jemnocraBuu. IloHekas, mehyTum, HUje cacBUM jeJJHOCTABHO
BUJIETH JIa je HEeKU CKYIl JeUHAOMIIAH Y JATO] CTPYKTYPH. ¥Y3MUMO,
npuMepa pasu, crpyKrypy 2 = (Z; +, -) nenux dpojeBa ca yodudaje-
HUM onepaiijama cadbupara n MaOokema. Ckyn N = {a € Z | a > 0}
je nedpunadbunan y oBoj cCTpyKTypu nomohy Jlaiparotcose weopeme o
welupu Keagpatia (CBAKY MO3UTUBAH 11€0 OPOj MOXKE Ce MPEJICTABUTH
Kao 30Up YeTUPH KBaJPATa):

o(x) = 19324 (T = 21 T + T2+ T + T3 - T3 + T4 - T4).

Cay:xehn ce mpeTXoIHUM, MOXKEMO 12 JedUHUIIEMO pejarujy < y
crpykrypu 2:

Y(z,y) =z #yAJz(p(z) Ao+ 2 =y).

[TPUMEP 6.4. Jomr jeman npumep 1edUHAOUITHOCTA IMAMO Y CTPY-
krypu A = (Q; +, -, 0, 1). Pesyarar [lynuje Poduncon kazxe ja je ckym
Z nenux dpojeBa faedpunadbunan y 2, ajaum To HeheMo oBJie JOKa3UBATH.

Xomomopduzmu. Caa hemo, ciayxkehu ce mojMoBUMa KOje CMO
paHuje yBeJM JIa KaXKeMO HEKOJIMKO pedu O aJaredapCKOM IOjMy XO-
Momopdusma. uaryurusao rosopehu, xomomopdusmu cy mnpecanka-
Bama KOja IyBajy CTPYKTYDY.

Hexka je 2 crpykrypa jesuka & u Heka je B HempasaH MOJCKYII
on A taxas na je f3[B"] C B 3a cako n > 0 u n—apuu GyHKIUjcKn
cumbon f € Fun?. IIpyrum peunma, ckyn B je 3aTBOpeH 3a HHTEp-
nperanuje cBuX (QPYHKIUjcKUX cumbosia jesuka F. Takobe, Heka je
{c* | c € Cns?} C B. Ouga je B momen crpykrype B jesuka £ Kojy
JeduHAIIIEMO Ha cjejehn HavdmH:

R? =,; R*N B", 3acsaku n—apnu R € Rel?;
f% =45 %[ B":B"— B, 3a csaku n—apnn f € Fun?;

c® =def ¢, 3a cBaku ¢ € Cns?.
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3a cTpyKTypy B KOjy cMO rope gaeduHuCAIN KAXKEMO J1a, je Togclupyk-
wypa crpykrype 2, mrTo hemo jga o3nadaamo ca B C 2. Iloneka
hemo pehu jomr u ga je crpykrypa 2 Gpowuperse cTpykType B.
[Tpumepa pagu, mogcrpykrypa crpykrype (R;+,—,-,0,1) jesuka

npcreHa L je ma koju ipcred A C R. Hajmama TakBa oaCcTpyKTypa
je mpcren neux opojesa Z. Takobe:

(1) (Z;+,-,-,0,1) € (Q; +,—,-,0,1) C (R;+, —,-,0,1);

(2) (N7 <+, 07 1) - (Zv <+, =, 07 ]-)

HEOHUIINIA 6.2. Heka cy 2 u B nBe CTpyKType je3uKa MpBOT
pena £. Xomomopgpusam h u3 Ay B je mpeciukapame h : A — B 3a
KOje BaKW!:

(1) 3a caku n—apunu pearujcku cumbon R € Rel” u n—ropky
(a1,...,a,) € A",

(ay,...,a,) € R* & (h(ar),...,h(a,)) € R®;

(2) 3a CBaKM N —apHU Cl)yHKHI/IjCKI/I cumbdon f € Fu ng un N—TOPKY
(a’lv s 7a'n) S An)

h(f*(ay,...,a,)) = f2(h(ay), ..., hia,));
(3) 3a cBaky mHANBHIyaIHy KOHCTAaHTY C € Cns?,
h(c®) = c®.
Vitiatarse ctpykrype 2 y cTpykTypy B je xomomopduzam h : A — B
Koju je mujekimja. Msomoppusam n3mehy A u B je xomomopduzam

Koju je dmjekiuja. Aywomoppusam ctpykrype A je nuzomopdusam u3

Ay A

Axko cy 2 u B crpykrype Ttakse ga Baxku A C B, oHja je uiaeH-
TUYKO IIpec/inKaBame a — a yraname u3 2A y B. Takobhe, ako je
h : 2 — B xomomopduzam, orza je h[2| mogcrpykrypa ox B uujn
je momen h[A]. Ako je h jomr m yramame, OHJa UMaMO H30MOPdU-
3aMm a — h(a) usmeby crpykrypa 2 u h[A]. Ako cy hy : A — B un
hy 1 B — € xoMoMOpdU3IMH, yTallamba Uil U30MOPMU3MHI, OHJA je TO
U BbUXOBa KOMIIO3UIIMja hoohy. lnenTrdko npecimkaBame i4 : A — A
je ayromopduszam ox A, a ako je h : A — B uszomopduszam, oHIA je
Toun h™t : B — A. Haxne, 3a crpykrypy 2, ayromopdusmu ox 2
gqure rpyny Aut(2() ca KOMIIO3UIMOM ¥ jeTUHUIIOM i 4.

SBAJIATAK 6.1. /lokasatiu wephersa u3 Upetrogrhot Gacyca.
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I[TPuMEP 6.5. Axo je 2 = (Z;+,—,0), onzma je n — —n ayro-
mopduzam ox 2A. Takobe, ako je A = (Z;<) onma je n — n + 1
ayTomMopduzam 4Yuju je uHBep3 n — n — 1.

[Tojmose xomomopdusma u ayroMopdusMa CTPyKTYpa MOXKEMO J1a
KOPHUCTUMO J1a OMCMO TIOKA3aJIN 3 HEKH CKYTIOBU WK (PYHKIIHje HUCY
y JaToj cTpykTypu gedunaduanu. TakBu ce pe3y/iTaru Ocjaamajy Ha
ciesiehy TeopeMy W EeHE IOCIIE/TUTIE:

TEOPEMA 6.1. Hexa cy A u B cipyxwiype je3ura tupsor pega £
u Hexa je 3 : V — A ungusugyasna easyayuja. Ipetwtoctuiasumo ga
je h : A — B uzomoppusam. Onga easrcu:

(1) 3a ceaxu twepm t jesurxa &L :
h3() = Foa(t);
(2) 3a ceaxy gpopmyary ¢ jesura L:
) Epe (B,hod) = .

JOKA3. IIpumeTrnmo 1IpBO J1a 3a CBAKy WHIUBUIYAJTHY BaJIyalldjy
3 0V — A wuwvmamo ma je hos : V — B takohe mHamBuIyaHA

BaJTyaImja:
hoa(x) =h(3(x)).
IIpBo hemo MHIYKITjOM TI0 CJIOXKEHOCTH TepMa t J1a JOKazKeMO JIa
Baxku (1). 3a npomenspuBy x € V 0BO BaxKu jep:

h(3(z)) = h(s(x))
= hos(x)
= hoas(x).
Ba cumboite koucTanTu ¢ € Cns? mmamo 1a je

h(5(c)) = h(c%)

= hoa(c).

Ca mpBOr Ha IPYTH P/ CMO Y IPETXOTHOM CJIyHajy MOIJIH Ja mpehemo
3aTO MTO je h XOMOMop(i)HsaM. Ia ducmo joKa3am UHIYKTUBHU KO-
pak, y3mumo ja je t = fty ... t,. Onma Baxkn:

h(s(t)) *(3(t1), -+, 3(tn)))
(h(3(t1)),-- -, h(3(tn)))
(hob(tl) hoé(tn))
(t).
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Caza hemo ga jiokazkemo TBpheme (2) MHIYKIMjOM IO CJIOKEHOCTH
dopmyse . llpermocraBuMo TpBO Jia je ¢ aTOMCKO, PeIruMoO ¢ =
Rti...t,. Onmga je:

5(ty),...,5(t,)) € R®
iﬂtl)), ..., h(3(t,))) € R®

[Tpumernmo camo /1a ca TPBOT HA JPYTHU PeJl OBJIe MOXKeMO J1a mpehemo
3aTo MITO je h xoMoMopduszaMm, JIOK ca Jpyror Ha Tpehu pen Mmoxkemo
npehn Ha OCHOBY pesy/Tara KOju ce TUYe TepaMa rope.

Axko je ¢ = t; = ty, oH/IA BaXKM:

(2,3) = @ 8(t1) = 3(t2)
& h(3(t1)) = h(3(t2))
< ho é(tl) =ho é(tg)
< (B,hod) | .
CnmaHO Kao m paHuje, ca IPBOT HA JIDYTH PEJl MOXKEMO J1a mpehemo
3aTO IITO je h WHjeKImja, JOK ca JIPYror Ha Tpehu peJi oneT MoXKeMo
npehu Ha OCHOBY pe3y/iTaTa KOju CMO paHHuje JOKa3aju 3a TEePMe.
CayuajeBu y kKojuma je dopmysia ¢ 0DJIUKa Heralluje I UMILIH-
Kallfje jeJTHOCTaBHO CJjiejie Ha OCHOBY MHJIYKTHBHE xumorese. [Ipero-
cTaBUMO Ha Kpajy Ja je ¢ = V. Onna je
(20,5) E V) < 3a cBako a € A, (A, 3]z ~ a]) E ¥
< 3a cBako a € A, (B, ho (3[z ~ a])) E 9
< 3acBako a € A, (B, (hos)[x ~ h(a)]) E ¢
< 3a cBako b € B, (B, hos[x ~ b)) =
< (B, hoy) = V.

IIpumernmo ma ca Tpeher Ha YeTBPTH peJ rope MoxkKeMo ja mnpehemo
3aTo MmTO je h dujekrmja. —

HATIOMEHA. Ako aHaJiM3upaMo J0Ka3 IMPETXOIHE TEOPEME, MOXKe-
Mo Jia BuauMo ciejehe:

(1) 3a cBaky dopmyny ¢ 6e3 kBaHTH(bUKATOPA U CUMOOJIA jeJI-
HAKOCTH, ako je h : A — B xomomoppusam, ouma:

(A3) F e (B,hod) =
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(2) 3a cBaky dopmyity ¢ de3 KBanTHDUKATOPA, aKo je h : A — B
ywataree, OHIA:

(2,0) Ep e (B, hos) =

[TPMEP 6.6. /la ducmo Bujiesn, mpuMepa paju, ja yTalama He
qyBajy HY2KHO cBe opmysie je3uka &£, MOCMATPajMO jeHOCTaBAH
npumep crpykrypa A = (Z;<) u B = (Q;<). Kako cmo Beh Ha-
[IOMEHYJIN, UJIEHTUIKO IIpeciankaBame ¢ : Z — Q je yramame. Heka je
o(z,y) bopmyna Jz(z < z A z < y). Y3MUMO J1a je 3 WHIUBUYATHA
Basiyaruja TakBa ja je 4(x) = 1 u 4(y) = 2. Onga hemo numaru 1a je
(2,3) = ~p am (B,5) F .

3a crpykrype 2 u B koje cy m3omopdue, mro hemo ga o3HA-
yaBaMo ca 2 = ‘B, MOKeMO J1a KaXKeMO Jia JleJie CBa CBOjCTBa OCUM
IpuUpoJIe ejeMeHaTa mUXoBux jgomena. Ca apyre cTpaHe, MOXKEMO /2
ImocMaTpaMoO M CTPYKType Koje Jejie MaKap OHa CBOjCTBa KOja MOTY
Jla ce m3pa3e peueHuIama jesuka £L.

JEoUHUIIMIA 6.3. 3a crpykrype 2 u B jesuka & KaxkeMo Ja
Cy enementiapro exsusaneniline, MTO O3HadaBaMo ca ¥ = ‘B, ako 3a
CBaKy pEYEHUILy 0 je3nKa £ MMaMO J1a BayKU:

AEo & B E=o.

U3 oBe nedunuimje cieau Ja 3a eJIeMEHTapHO EKBUBAJIEHTHE CTPY-
kType 2A n B mmamo ma Baxkn Th(2A) = Th(B). ITocmarpajmo cana
kiaacy K crpykrypa jesuka £. Vmamo ma je Mod(Th(X)) najmama
eJleMeHTapHa KJiaca Koja caapxku K. Ako A € X u A = B, ouna
B € Mod(Th(X)). Ilocedan ciyuaj oBora je:

Mod(Th(21)) = {5 | 2 = B1.
Kao nociemuiry Teopeme umamo caenehe Tepheme:

[TocneauiA 6.1.1. Axo cy ™A u B cwpykwype jesuxa £, onga
8a9ICU:

A=P = A =D,

JokA3. Heka cy 2 u B cTpykType jesuka &£ ¥ HPETIOCTABUMO
na Baxku A = B. Heka je h: A — B usomopdusaM u ¢ IPOU3BOJHHA
pedenuria jesuka £. Takobhe, Heka je 3 : V — A npousBo/bHA WHIUBU-
nyasHa Basiyanuja. Ha ocaoBy Teopeme MMaMO J1a BaxKu

(A,3) Eo< (B,hos) Eo.

MebhyTumMm, oo je o pedeHuIia, 3HaMO J1a WHIWNBHU/IyaJHE BaJIyallije
He yTU4y Ha UCTHHOCHY BpegHOCT o . [lakie

AE=o & DB =o,
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I1a, TIOIIITO je o Omjia MPOU3BOJbHA pedeHuIa, ciean ga je A =B.

Nmmukanuja y ApyroM cMepy He BaxKu y omrireM ciydajy. Coie-
nehu jeqHocraBaH TpuMep TOKa3yje Jla MaKO He TOCTOjU PEYeHUIIA
jesnka mpBor pejia £ Koja MOXKe Jia HallpaBU pas3JinKy u3Mmehy cTpyK-
Typa 2 u B, oHe u jasbe MOry Ja Oy/ly JajieKo O] jeJIHaKUX JI0 Ha
n3omMopdu3am.

I[TpuMEP 6.7. TTocmarpajmo crpykrype 2% = (R; <) u B = (Q; <).
Oge cy crpykType ejleMeHTapHO ekBuBajienTHe. Ca Jipyre crpaHe, OHEe
He Mory ouTu msomMopdue, jep je ckyn Q mpedpojuB 3a pasiuky of
ckyna R.

BaHUMJBUBO je BHUJIETH MaKap HEKe OJf IpuMepa y KOjUMa MMILIU-
Kanuja y cynporunoMm cMepy u3 Ilocnemune [6.1.1] Bazku. Yamumo 1a
cy (A) u (B) crpykrype jesuka £ KOju HeMa HEJOIHYKUX CHMOOJIA.
Jlakjie, oHe Cy MPOCTO HENPA3HU CKYIIOBU. Y OBOM CJIy4ajy U30MOP-
dbuszam je camo dujeknmja, na Baxku (A) = (B) ako u camo ako cy A
u B ucre KapIuHAJHOCTH.

JIEMA 6.1. 3a apoussomne konaune ckyuose A u B, axo je (A) =
(B), onga je (A) = (B). Taxohe, axo je (A) konauwna cWPyKwypa
jesuxa £, onga GOCWOJU pevenuya o Wol je3ura WaKea ga 34 C6aKy
cupyxwypy (B) sastcu:

(4)=(B) & (B) Eo.

JOKA3. [la ducmo JioKa3aJm JIpyTru Je0 TBphema, IPeTIoCTaBIMO
na ckynm A mMa n ejleMeHaTa W y3MHUMO JIa je O PEUYeHHIa O—, W3

IIpumepa 5.3, I3 Tora Hermocpe HO cjiejid U MIPBH €0 OBOT TBphemba.
_|

Bazkno je HamomeHyTH 18 OBO TBpheme MOYNBA HA UUIHEHUIIN 1A
cy ckynoBu A m B koHauHu. ¥ ciiy4ajy OecKOHaYHUX CKymoBa A u
B, yBek hemo mvaru na je (A) = (B), 94aK U OHIA KaJa Cy OHHU
pa3uvunTe KapIUHAJTHOCTH.

Jom jemna mociemuiia Teopeme je u caeneha Koja ce Tuue
ayTomMopduzama CTpyKTypa:

TEOPEMA 6.2. Hexa je 2l ctipyxtuypa u wexa je h ay@omoppusam
og A. Tawobe, nexa je R* C A" jegna n—apna geuraduina peaayuja
na A, 3an > 1. Ouga 3a ceaxo (ay,...,a,) € A" sasrcu:

(a,...,a,) € R* < (h(ar),...,h(a,)) € R%

JIoKA3. Hexka je ¢ dopmyia koja mepunnme R¥ y crpykrypn .

Tpeba ma mokarkemo j1a BaXKu:
2A ): gO((ll, s 7an) <A ): gp(h(al), SERE) h(a’n))
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Mebhytum, oBo ciienu Ha ocHoBY Teopewme (6.1 .

OBy TeopeMmy MoxkeMO Jia TpedOpPMYJIUIEMO Ha HAYMH KOju he
HaM OUTU O] KOPUCTU y HACTABKY.

I[TocneauiA 6.2.1. Hexka je 2 ctupyxiiypa u wexa je h ayt@omop-
dusam og A. Taxobe, nexa je R* C A" jegna n—apna pesayuja 1a A,
3a n > 1. Ilpemtocwasumo ga tocwoje (ay,...,a,) € A" waxeu ga
WawHo jegro og caegeher sastcu:

(1) (a1,...,a,) € R%;
(2) (h(ay),...,h(a,)) € R™.

Onga R* C A™ nuje gepunadbuana y cupyxiaypu 2.

Caga hemo 7@ MoKakeMo KaKo MOXKEMO J[a HCKOPUCTUMO ITPETXO/I-
HO TBpheme J1a OrcMo 1oKa3aJsn j1a HeKU CKYIIOBU HUCY JAeUHAOUIHA
y oapebernoj crpykTypu.

¥Y3mumo 3a mpumep crpykrypy A = (Z;<). Ilokazahemo na je
ckyn B C Z nedunabunan y crpykrypu 2L ako u camo axo je B = ()
wm B = Z. Tlpso, dopmyna ¢i(x) =  # = nedunume (), kao mro
dopmyna po(z) =z = x nedunnmme ckyn Z y 2.

IIpernocrasumo na je B C 7Z takas na je B # () u B # 7. Heka cy
a,b € Z raksu ga a € B u b ¢ B. [Tocmarpajmo dyukiujy h: Z — 7
JneduHICAHY Kao

h(c) =c+ (b—a),
3a cBako ¢ € Z. Osa je dyukuumja dujexnuja (eH UHBEP3 je ¢ —
¢ — (b — a)) u xomomopdusam, 3aTo MTO je:

ag<cesa+(b—a) <c+(b—a)

< h(er) < h(ey).
MebhyTum, npuMeTuMo J1a BasKu

h(a) =a+ (b—a) =b,
na uMamo Jia a € B amu h(a) ¢ B. lakine, ckyn B uuje nedunadbuian
y 2 uwa ocuoBy Ilocnemure [6.2.1]

[Tocmarpajmo cana crpykrypy 24 = (N;-). IIpumerunmo ga cy 0

u 1 nebunadbuiau y oBoj crpykrypu. Heka je P ckyn cBux mpoctux
opojeBa u neka je f : P — P mpousBospua Oujexiumja. Pyukiujy f
MOXKEMO J1a mpormmpumo 10 dyuknuje [’ Ha meaom ckyny N oBako:

FP i) = flp)™ - f(pa)™

Axo yamemo na je f/(0) = 0, oHjia Huje TeIKOo Ja ce IPOBepH Jia je
" ayromopduzam ox A. I[Ipumernmo ja je ckyn P nedunadbuian y A,
na 3a cBaku ayromopduzam h oz A mopa na Baxku h[P] = P. Ilomrro
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xoMoOMOpdu3aM IyBa MHOXKEIHE, BIHIUMO /13 jé CBAKU ayTOMOP(U3aM
ox A odsmka f' 3a Heky mepmyranujy f ox P. Jakie, numamo 2N°
MHOTO ayTomopduzama crpykrype 2.

Ia ducmo mokaszasu Jia onepaliyja + Huje JenHAOUIHA Y CTPYK-
rypu A = (N; ), noBosbro hie SuTn 8 oKaxkeMo Jjia penanuja < Huje
nedbunadmmHa y 2A. To je 3aTo mro, ako je + meduHaOMIHA, OHIA
dopmyaa

oz, y) =32z(z4+z# 2N+ 2=1y)
necdunUe peanujy <.

Ha ducmo TO 1oKazasu, Tpeda Jga MOKaXKeMO Jda IOCTOJU ayTo-
Mopduzam h on A Koju He UYyBa TOpPEJAK, Tj. TAKaB Jla BaXKU: 3a
Heke p, ¢ umamo p < q aym h(q) < h(p); perumo h(2) = 3 u h(3) = 2.
MebhyTum, oBO cjie Ha OCHOBY OHOTa IIITO CMO paHUje PEKJIN — CBaKa
nepmyTanyja ckyma P uaaykyje ayromopduszam crpykrype 2. lakire,
MMaMoO:

TEOPEMA 6.3. Hexa je A = (N;-). Onga + u < nucy gepunadua-
nu y 2A.

HATIOMEHA. Takobe je cirydaj ma ornepartiyja - Huje Jie(PpUHAOMITHA
y crpykrypu B = (N; 4), aau 0oBo He MOXKEMO J1a TIOKAXKeMO Ha, HAIHH
Ha KOjU CMO TO YUYMHWJIM TOpe, CJIyxKehu ce mojMoM xoMoMopdusma,
jep je jenmau ayromopduszam CTpYKType ‘B HIEHTUTET, MOIITO je CBa-
KU ckyt obimka {k}, rie je k npupoman 6poj, nedbunadbuian y B.

I[TPUMEP 6.8. Heka je A = (R; Z,+,-) crpykrypa peajHux Opo-
jeBa ca yoOW4ajeHuM ollepanpjaMa caduparmba U MHOXKEHhA U YHAPHOM
pesanujoM Z TakBoM Jia je Z(a) ako u camo ako a € Z. OHja uMamo
na je {r} nedunadmnan y 2. Ca apyre crpane, Ha OCHOBY TeopeMe
Tapckor o euMuHANIMjY KBAaHTU(MDUKATOPA Y TEOPUJU PEATHO 3aTBO-
peHux 1oJba, 3HamMo ja {7} uuje nedunadmian y B = (R; 4+, ).

Enementapue noacTpyKrype. 3a dopmyre odmka JZy, riae
je dopmyna ¢ 0e3 KBaHTUMUKATOPA, KAXKEMO Ja cy X1 (popMmyie.
Takobe, 3a dhopmyse odiuka Vi, rae je dopmynia ¢ 6e3 KBaHTUDU-
KaTopa, Kaxkemo ja cy II; dopmyse. Ipyrum peunma, 3, dopmyia je
dopmysia Koja 3al0unibe OJIOKOM €r3UCTEHIINjaJTHUX KBaHTU(MUKATO-
pa 1ocJie Kojux cjeau popMmyiia 0e3 KBaHTU(PUKATOPA, U CJAUTHO BazKH
3a II; dopmyse. OBakBe dopmyse TpUIaIajy jeHO] BaXKHO] KJIach
dopmysa o kKojuma hemo Buille Ja KaxkeMo y HacTaBky. Mebhyrum,
cajia >KeJIMMO J1a JIOKaXkKeMo cjeehe TBpheme:
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TEOPEMA 6.4. Hexa cy A u B cuwpyxwype jesuxa £. Ilpeti-
aoctwasumo ga eadxtcu A C B u nexa je 3 1 V — A apoussomna
UHGUBUGYaAHa 8asyauuja. Onga umamo ga:

(1) 3a ceary dopmysry be3 keanupuramopa @:
(2,3) F oo (B,3) F ¢

(2) 3a ceaxy 3 Popmyay p:
(2,3) o= (B,3) F ¢

(3) 3a ceaxy Iy dopmyary @:
(B,2) F o= (A2) e

JIokA3. Tepheme (1) ciean uz Teopeme u Hamomene koja joj
cnequ. Tpeba camo Ja IPUMETHMO Ja 3a UJICHTHYKO HPECTUKABAILE
1, KOje je yTamnare, IMaMO Jla BayK!W ¢ 0 d = 3.

Tephemwe (2) hemo na mokazkemo uHIyKIujoM. AKo je ¢ dopmy-
na 6e3 kBaHTU(DUKATOPA, OHIa MOXKeMO Ja npumennmo (1). IIpermno-
CTaBMMO, OHJa, Ja TBpheme Baxku 3a ¢ Kao u jga je (A,3) = Jzep.
Ha ocuoBy nedwunmimje, moxxkemo na wHahemo a € A TakBO 1a je
(,5[x ~ a]) = ¢. Ha ocHOBY MHIyKTHBHE XUIIOTE€3€ MMaMO & je
(%B,3[x ~ a]) = ¢, na cienn na je (9B,3) = Jzrp.

Tepheme (3) morazyjemo canvgHo Kao u mnperxoaHo. [Tonoso, ako
je ¢ dopmysna be3 kBaHTHDUKATOPA, MOXKEMO Ja mnpumeHumMo (1).
[Ipernocrasumo ja TBpheme Baxku 3a ¢ u Heka je (°B,3) = Vro.
Hakie, 3a cBako a € A nmamo (B,3[x ~» a|) = ¢, ma Ha OCHOBY
WHIyKTUBHE xunorese ciaenn jaa je (A, a[z ~ a]) = . Jakmae, (A,3) =
Y. =

¥Y3mumo, npumepa paju, ga je o pedennna Vry(fry = fyzx). To
je jemna II; dopmymna. Ako je B crpykrypa TakBa ja Baxu B = o,
ouzia hemo ysek kaga mmamo jga je A C B umaru u A = 0. Tako
he, perumMo, cBaka TOJArpylia KOMyTaTHBHE TDyIe U cama Ja OyJie
KOMYTATUBHA.

ExBuBasiennuja u3 tephema (1) mperxojine TeopeMe MOXKe JIAKO
IpecTaTy Jia BayKd ako mocMarpamo (popMmyse Koje cajpke KBaHTH-
dukarope. Ilpupoamo je npermocraButu ga, ako umamo A C B u A
je mpaBu TOJCKyI of B, oHja, MOMTO KBAHTU(MUKY]EMO TPEKO Iie-
JIOT JIOMEHa CTPYKTYype, peKyp3uBHe jedUHUIAje Of = MOTY jako Jia
ce pazyinkyjy. Mehyrum, Huje aemoryhe ja he dutu u ciydajeBa Ta-
KBUX CTPYKTYypa Koje 3a70BoJbaBajy ucre gpopmysie. Takse cTpyKType
kapakTepuiie cjejeha npedunuimja:
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JEoHUIINIA 6.4. Heka je & je3uk mpsor pejna, ‘B cTpyKTypa
jesuka £ u 2 nomcrpykrypa ox B. Kaxemo na je 2 eaementiapra
aogcwpyrwypa o B, mTo 3anucyjeMo kKao A < B, ako 3a CBaKy
dopmyiy ¢ jesuka £ u CBaKy WHAMBUIyATHY Bajgyanujy s : V — A
BaKM:

(2,2) F e e (B,3) = e

Axko je 2 eleMeHTApHA TOACTPYKTYPA 01 B, OHJIa BaxKu Ja je A =
8. la dbucMo TO BHE/H, TPUMETHMO CaMO Ja je CBaKa PeUYeHUIa o
dopmysia, Kao u Ja WHIUBHUIYAIHE BaJyalldje He YTUIy Ha UCTUHOCHY
BPEIHOCT PEUYEHUIIA, IIOIITO OHE HEMAjy CJ0D0/IHUX IPOMEH/HbUBUX.

Ca gpyre crpane, moryhe je umaru aBe ctpykrype 2 C B, Takse
na je A =B amu A A B. Jla ducmo TO Bue/ M, TOCMATPAjMO CTPYK-
type B = (N;5) u 2 = (N*; 5). Umamo na je A C B. [Ipumernmo
Takobhe J1a je % = B Ha 0CHOBY m3oMopdu3Ma

h(m) =m — 1.

Haxkse, na ocuoBy Ilocsenure nmamo Ja je A = B. Mehyrum,
nmamo 1a je /A A B. Jla ducmo To BHAE N, Y3IMUMO (HOPMYITY

p(z) =3y(Sy = ).
Onna hemo mmarTu ga je

(2, o[z ~ 1)) = o,
Kao u
(B, s[z ~ 1)) = ¢
OBaj aprymMeHT MOXKe Jia ce YOIIITH Ja OUCMO TOKa3ayn ja je ‘B
jeauHa ejeMeHTapHa HoJACTpPyKTypa o ‘B. To je 3aTo mTo ejieMeH-
TapHa MOJICTPYKTYpa o7 B MOpa UMATH HAJMAKHHU €JIEMEHT Ha OCHOBY
J00ope ypehenoctu u taj Hajmamu ejeMeHT Mopa ouTu () Ha OCHOBY ap-
rymenTa rope. Ocum Tora, JOMeH eJleMeHTapHe IOJICTPYKType Mopa
Jia OyJie 3aTBOPEH 3a OIepaIlnjy CJaeI0eHUKA.
Kao jomr jeman mpumep, mocmMaTpajMo je3uk JuHeapHux ypehema
¥ = {<} u 3arBopene unrepnase [0,1],[0,2] C R kao crpykrype
OBOT' je3mKa, ca yodbudajenuM ypebhemem. Onja hemo umaru ja je

([0,1]; <) = ([0, 2]; <),
na ieMo Kao mocjieiuiy uMaT 1
([0,1]; <) = ([0, 2; <).
JacHo je, rakobe, na je ([0, 1]; <) mogcrpykrypa ox ([0, 2]; <). ITocma-
TpajMo caja GopMysTy
U(z) =Vyly <zVy=m).
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Onga hemo mmatu ([0,1],3[x ~ 1)) = ¢ amm ([0,2],3[z ~~ 1]) = 9.
Jlakjie, 1 y OBOM CJIy4ajy UMamo mpumepe cTpyKTypa 2l u B TakBux
Jla, BayKuU:

(1) A C *B;
(2) A =B, na tume u A = B;
(3) A A B.

Cneneha BakHa TeopeMa HaM Jlaje KOPDUCTAH KPUTEPU)YM Ha KOjU
MOZKEMO JIa C€ OCJIOHMMO Ka/Ia ITPOBEpaBaMo Jia JIA je HeKa MOACTPYK-
Typa JaTe CTPYKType eJleMeHTapHa WJIN KaJla *KeJIMMO Ja, TOIIaBIIN
0/ HEKE CTPYKTYPE, TaKBE eJIeMEeHTapHe MOJACTPYKTYPEe KOHCTPYHUIIIe-
MO.

TEOPEMA 6.5 (Tapcku-Boros rect). [Ipewtocmasumo ga je A
aogctpyxwypa og B. Onga cy caegeha wepherva ex6U6aNeHTTMHA:

(1) A <B.

(2) Axo je @ gopmyaa, € V u 3 : V — A ungusugyasna
saryayuja wakea ga eadcu (B,s) = Jrp, onga Gocwoju
a € A wakso ga je

(B, 3]z ~ a]) = .

J1okA3. ITpso hemo ma mokazkemo na (1) mosmaun (2). IIpermo-
craBuMo J1a je A =< B. Heka je ¢ mpousBo/bHA (DOPMYJIA U & UHIUBUTY-
asHa BaJstyarmja Taksa na Baxku (8,3) | Jze. [Homro je A < B, cie-
mu a je (A,5) E Jzp. Yammmo a € A takso ga je (A, sz ~ al) = ¢.
[ToroBo, ua ocroBy 2 < B, umamo na je (B,s[x ~~ a]) = ¢.

Ha ducmo nokazamm ga (2) nosiaun (1), Tpeda MHIYKIMjOM IO
CJIOKeHOCTH (DOpMYyJIe ¢ J1a HOKAXKeMO Jia 3a CBAKY WHJUBHUILYAJHY
Basyarmjy 3 : V — A Baxku:

(23) Fe e (B,3) F e

[IpumeTnMmo TIPBO /18 OBO BaxKu 3a CBe popmylie ¢ 0e3 KBaHTU(PUKATO-
pa, Ha ocroBy Teopewme [6.4] Takie, Baxku u 3a cBe aromcke dhopmyie.
[IpermoctaBumo cama ma je o = —p. 3a cBako 4 : V — A Baxu:

(2,3) |~ & (A,3) o
& (B,3) F Y
& (B,9) = .
Ca mpBor Ha JApyru pej rope MoxKeMo Jia npeheMo Ha OCHOBY WHJIYK-
THBHE XUIoTe3e 3a GopMyty 1.
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Cauvno noctymaMo ako je hopmysia ¢ 00JINKA UMILTUKAI)E, © =
UV — o
(2,) = ¢ — 0 (2,8) o mmm (2,8) = o
& (B,9) Y wm (B,3) =o
< (B FEv —o.
Ca namom JepUHATIIjOM er3UCTEHITNjaTHOT KBAaHTU(UKATOPA ITOMO-
hy ynuBepzaJHor, y3 HaroMeny koja cieiau ledbununumjy jemHo-
CTaBHO je BuJieTu ja 3a hOpMyJIy ¢ OOJIMKa Jxi) BaxKu:
(,5) E Jz¢p & mocroju a € A, (A, 3[x ~ a]) =
& mocroju a € A, (B,s[x ~al) =
< (B,3) = Jx.
Ha kpajy, ako je dopmyrna ¢ = Va1, oHIa TPUMEbYjeMO MPeTXOI-
Hu ciay4aj, Tepheme U WHJYKTUBHY XUIIOTE3Y:
(9[75) }: Vay < (Ql,é) ): 3z
< (B,3) E ~Jx—
& (B,s) = V.

Jake, 3a cBaky (pOPMYJIy (¢ U CBAKy WHJIMBUJYAJHY BaJIyallnjy :

2s) Fe e (B,3) Fe
_|

Kao wiycrpamujy mperxojHe TeopeMe, MOTJIEIAjMO KAKO OUCMO
MIOTIIABIITHN OJf CTPYKTYPe B MOIJIH JIa U3rPaIUMO je/IHY FheHY e/IeMEH-
TapHy HOACTPYKTYpYy. Pemmmmo ma je Ay = {c® | ¢ € Cns”}. Axo je
2A C B, onga Mopamo umaTu 1a je Ay C A.

Hasbe, Tpeda ga 00e30eanMo J1a CKyI KOju he OUTH JIOMEH Ha-
11 IOACTPYKTYpe Oyae 3arsopen 3a dyuknuje 2, rue je f € Fun?.
Penumo ga cMo TO yumHWIN ¥ a8 CMO, IIOIIABINU OJ CKyma Ay, KOH-
CTPYHCAJIN IberoBo 3aTBoperbe A; 3a cBe Takse dyuknuje. Cara Tpeda
Jia ce yBepuMo Jia je kputepujym u3 Teopewme [6.5|3a/10BO/bEH. Y3MUMO
3aTo dopmyny o(r1,.. ., Ty, Yy) U THIUBUIYAJHY BaJIyaIyjy 3 3a KOjy
BayKU Jla je CBaKo 4(z;) = a; € A;. Ao ce ucrocrasu Jia je ciaydaj Jia

BazKH:
(%B,3) = Jze,
OHJIa MOXKeMO Jia pukcupamMo ejieMeHT b € B TakaB Ja je:
(%B,3[y ~ b]) = o

Cagta, TakBo b Tpeda J1a IPUIPYKUMO HaIeM CKyiy A; mga Oum Harra
MMOJICTPYKTYPa UMaJia CBEJIOKa 3a OBY ersucTeHnujaany dgopmyiry. U
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HE CaMO TO - YKeJIUMO J1a (PUKCUPAMO CBEJIOKE 32 ¢Be (DOpMYJIe U WHIH-
BHUyaJiHe BaJlyalije Koje IIPUIUCY]jy eleMenTe ckyna A; caodbomamm
IPOMEH/BUBHUMA, U CBE JIa X IPUJIPYKUMO CKyy A; j1a ducmo j100m-
qm ckyn Ay, Mehytum, ckynm A, He MOpa y ONINTEM CIIydajy Ja Oy/ie
3arBopen 3a ¢ynkmuje f>. OcuM Tora, ako JOMYCTUMO HHIUBHULyaJI-
He BaJIyallfje Koje MPUMINCY]y BPETHOCTU MPOMEH/bUBUMA U3 CKYyTIa U3
As, oHa heMo mMmaTH joIrn BUIE CBEJOKA €M3UCTEHITNjaTHUX (DOPMY-
Jla Koje MopaMo Jia y3Memo y 003up. OHO mTo Tpeda Jia YMHUMO je
Jla, TIPETXOHY HPOIEIyPy HTEepUpaMo: 3aTBapameM 3a dynknuje fr
U JI0/IaBarbeM OJroBapajynux cBe/IOKA.

Ja mpeTxo Ho pedeHo 3amcTa MOXKEMO Jia YPaJnMO, KayKe HaM
ciieeha Teopema Koja je jeJlaH OJl OCHOBHUX PE3yJITaTa TeopHje MO-
Jieia U JIOTUKE YOIIIIITE.

TEOPEMA 6.6 (JIeenxajm-CronemoBa Teopema). Heka je £ upe-
opojus jesur upsor pega, B cipyxiypa wWor jeauxa u X C B tpe-
opojus ckyt. Onga Goctoju Upedpojusa esemMeniiapHa TogeupyKitypa
A < B, wakrea ga je X C A.

JOKA3. 3a cBaky dopmyisly ¢ U TpoMeH/bUBY Yy € V TakBy Ja
je FV(¢) = {y}, nedunucahemo enemenr 6., ckyna B na cienehn
HauwMH: ako je B = Jyp, y3mumo mnpousBo/bHO b € B TakBO 1a je
(°B,3]y ~ b]) = ¢ u Heka je 6, = b. naue, nexa je 6,, = d, rue je
d meKkw yHamnpe] (puKCUpaH eJIeMeHT cKyIa B Koju Mopa Jia IMOCTOju
jep je B # 0.

[IpernocraBumo cajia 1a je ¢ (opmysia Koja OCUM Yy UMa JOII U
Heke Jpyre cji0doaHe npomensbuBe; perumo FV () = {z1, ..., z,, y}.
3a cBaky TakBy dopmyiy gebunucahemo dyskujy hy,, : B" — B Ha
cienehn Haunu: HeKa cy ay, .. .,a, € B npoussossan. Ako je (B,3) =
Jyp, tae je 3(x;) = a; 3a cBako 1 < i < n, y3mMumo npousBo/bHO b € B
TakBo 13 je (B,3[y ~ b]) = ¢ u Heka je hyy(ai,...,a,) = b. Unaue,
Heka je hy (a1, ...,a,) = d, rue je d kao u rope.

Yamumo caga ga je X' caenehu ckyi:

X' = XU{d}U{c® | c€ Cns?}U{b,, | p € F,y €V u FV(p) = {y}}.

Heka je ckyn A 3arBopeme ckyma X' 3a ce dymkumje f¥, rue je
f € Fun?, xao u cBe dbynkuuje hyy, ToE je ¢ bopmyna, y € FV(p) u
FV(g)] > 2.

[Tomro je jesuk & mpedpojus, mmahemo Jjia je u ckymn dopMmysia
F jesuka £ takobhe mpedpojuB. OcuMm Tora, CKyI MpoMeH/buBuX V je
npedpojus na he takas outu u ckyn F X V. Ilorrro je ckyn X mpedpo-
jUB IIpeMa IIPeTIOoCTaBIM, uMaMo Ja je u cKyi X' npedpojus. Takobe,
Ha OCHOBY YHUILEHUIIE Ja je F mpedpojuB, cjie/in Jia je npedpojusB u
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CKYII:
{f2 | f € Fun®} U {hy, | p € F,y € FV(p) u [FV(p)| > 2}.

W3 cBera mro cmo 10 caja pekan caeau ga je ckyn A mpedpojus.
ITomTo je ckynm A 3aTBOpeH 3a cBe dynkmuje ¥, mmamo ja je A
nomel noacTpykrype A C B. ITomro X C X', cieqn na X C A.

[Ipeocraje mam, makie, ja mokaxkemo da je A < B. Jla ducmo
TO ypajamau, nociayzkuliemo ce Teopemom Y3MHUMO TPOU3BOJHHY
dopMyi1y @, IPOMEHJbUBY Y W UHAMBUIyaJHY Bajgyanmjy 5 : V — A,
TakBe Ja Baxu (B,s) = Jyp.

[Tpermocrasumo npso Ja y ¢ FV(y). [Tormro nmanmo 1a je (B,5) =
Jyp, caenn na moxkeMmo na Hahemo Heko b € B TakBo Ja je (B, 5[y ~~
b)) E p. A, y ¢ FV(p), na cienu na je (B, 3[y ~ d]) E ¢.

IIpernocrasumo nawse na je FV(y) = {y} u nexa je 6,, = a € A.
[Tomrro je (B,s) E Jyp, crequ na je (B, 3]y ~» a]) = ¢, Ha ocHOBY
nedununuje o b, ,, na crean ga nocroju a € A rakso ga je (B, 3y ~
al) ¢

Ha kpajy, npernocrasumo na je FV(¢) = {z1,...,x,,y}. 3a cBako
1 <i < n, Heka je a; = 3(x;) u yamumo ga je b = hy(a1,...,a,) € A.
[Torro je (*B,3) = Jyp, umamo na Baxu (B, sy ~ b]) = ¢ HA OCHOBY
nedununuje ox h,,. Jakie, nocroju a € A takso ma je (98,3[y ~
al) = .

N3 oBora cieau j1a umamo Ja je A < B, .

[TocneaunA 6.6.1. Ipewaoctwasumo ga je L uUpedbpojus je3ur u
Hexa je B cupykmypa wor jedura. Onga Goctoju Gpedpojusa Cupyk-
wypa A waxsea ga je A =*B.

JIOKA3. Ha ocnoBy nperxoxane Teopeme, 3a X = (), mocroju mpe-
OpojuBa esemenTapHa nmoAcTpykrypa A < B. Onmga he, 3a cBaky pede-
HUIYy 0 jesuka £ BaxknTu 1a A = o akko B = 0. Jakne, A =B.

Jesernxajm-Cronemosa weopema je Ba2KHO TBpDherbe Koje HaM
TOBOPH O I'PAHUIIAMa JIOTHKE IIPBOT' PeJia, IMOCeDHO KaJa je ped O He-
KM aCIIeKTUMa KapJAUHAJIHOCTH cTPyKTypa. Te hemo rpamnure jomr
DoJbe J1a yIIO3HAMO IIOMITO OyJAeMO JoKazaym Teopemy KomUGaKTHOo-

cwu (10.3)) soruke npsor peja.
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7. Cyncrurynuja

Axo maMm je mar jeauk £, CTPyKTypa TOTr je3uka 2 Kao W WHIU-
BU/IyaJiHa BaJsiyanmja s : V — A, oHJZa 3HAMO J]a CBaKU TEpPM HAIer
je3nka mMenyje Heku 00jekT gomeHa A. Ako je t TepMm, oHa je 00jeKT
KOju je oBuM TepmoM mMmenoBaH 3(t). Kasa 3namo ja Heko TBpheme
BakKW 3a CBe 00jeKTe joMeHa A, OHa MOXKEeMO J[a 3aKJby9UMO J1a, OHO
BakKU M 3a CBakW mojeauHadnu ejgemerT ox A. la dbucmo oBy wmjuejy
YUIUHUIN TPEIU3HOM, Tpeda Jia KaXKeMoO IITa 3HAYU CYHCTUTYUCATU
TepM t MecTO IpOMeH/buBe YHyTap Heke (opmyse. OHo mrro du Mo-
IJIO Jla Cce O4YeKyje jecTe Ja ako je VI UCTHHUTO y CTPyKTypu 2l 3a
WHIBHUIYAJIHY BaJIyallHjy 4, oHJa he u (dpopMmysia Kojy a00ujaMo Kajia
TepM ¢ CYIICTUTYHUIIIEMO MeCTO T y (hbopMy/n ¢ ja dyie uctuauto y 2A
3a 4. /la ducMo Buie I KaKO TO MOXKEMO KOPEKTHO J1a YPaJIuMO, IIp-
BO Tpeda J1a 00jaCHUMO IITa TAYHO MO/IPA3YyMEBAMO O] OIEPAITA]OM
CYTICTUTYIIH]€.

Omnepanuja cymncrurynuje. Ako je « ped Ha andadery o u
§1,52 cy cumbomm Tor andabera, onzga hemo ca ()i na osnauaba-
MO ped KOjy JI00ujaMo cyuUcuiiyuujom CUMOOJIa S MECTO CBUX ja-
B/bama cuMboJia §1 y «. Ha mpumep, ako je a = babadeda, onna je
()¢ = bababeba. Hac nehe fa 3anuma oBa orepaidja Ha CBUM pednMa
Hammx ajihadeTa, HETO caMO MOCEOHU HHEHU CIIy9IajeBH KOJjH Ce TUIY
CMUCJIEHUX ped’ - TepaMa u PopMyJa.

Hatasme iemo j1a mpermocraB/bamMo Jia ce HaJa3uMO YHYTap HEKOT
IpOU3BOJbHOr ajin puKcupaHor jesmka mnpsor pega £. Cama hemo
PEKYP3UBHO 12 JIe(PUHUAIIEMO OIEePaIyjy CYICTUTYIUje TepMa t MeCTo
CBUX jaB/barba IPOMEH/bUBE X Ha T :

JHEouHUIMIA 7.1. Heka je x € V u t € . Oneparnujy cynuctury-
mje ()7 : I — I neduHUIIEMO PeKypP3UBHO, Ha cieehn HAYMH:

(1) (c)¥ =c, 3a cBaxo ¢ € Cns;
t axkojey =
(2) (y)f = Kojey =2z, 3a CBaKo y € V;
Yy uHAdJe,
(3) (fs1...sn)f =f(s1)7 ... (sn)f, 3a cBaKE n—apHU GYHKIUjCKA
CHM60J1 f € Fun? u tepme sq,...,5, € T.
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JIEMA 7.1. Hexa je A cwpyxiuypa jesuxa £, 3 : V — A ungu-
sugyanna sasyauyuja, t € I wepm u x € V apomennsusa. Onga, 3a
CBAKU WEPM S UMAMO GG BAHCU:

5(s7) = oz — 5(0))(s)-

JOKA3. Ilormemajmo, mpBo, IITa Ce TAYHO TBPAU OBOM JieMoM. Jla
OMCMO OJIpe/INJIN WHTEPIPETAIN]y TepMa Sf 3a WHIUBU/IYAJIHY Basy-
anyjy 3 Tpeda caMo Ja M3MEHHMO WHJWBUIYAJTHY BaJIyallljy 3 TaKO
Jla TPOMEHJbUBOj X OyJle MpUICcaHa WHTEPIIPeTallija TepMa t 3a 3,
Jla, OHJIa UHTEPIPETUPAMO S Ha OCHOBY T€ HOBE WHIMBUJIyAJTHE BaJLy-
arnuje. Jlemy hemo 7a jgoKakKemMo MHIYKITUJOM II0 CJIOXKEHOCTU TEPMa
s

(1) Ako je s = c, 3a neko ¢ € Cns?, onza:

(2) Ako je s € V u s =z, onja:
3(x) = 3(t)
b)

=[x ~ 3(t)](x).

(3) Ako je f € Fun? u sq,...,s, cy Tepmu, onma:
5((fs1 ... sn)f) =3(f(s1)f - .. (sn)})
= FG((s0)7) - 3((s0)7))
= 23]z ~ 3(t)](51)...3[x ~ 3(t)](s,))
=[x~ 3(t)](fs1...8n).

[IpumeTnmo camo j1a Mo ca JIpyror Ha Tpehn pes rope MOTJIun
J1a ipehemMo Ha OCHOBY WMHIYKTHBHE XUIIOTE3E.

-
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Casa kasia cMO JepUHUCAN OIIePAIi]y CYIICTUTYINje HA TEPMMU-
Ma, loMe heMo ja ce MOCJIYXKUMO Jia OUCMO JIePUHUCATINA OJI0Bapa-
jyhy omepanujy ()7 : F — F Ha dopmynama Haier jesuka. ¥ OBOM
CIIy9ajy, XKeJUMO JIa KayKeMO ITa 3HAYN CYIICTUTYUCATHA TepM ¢ MeCTO
CBUX CA000gHUX ja6./bG1T6a TPOMEHIBUBE Xy (POPMYIIH .

JEouHUIINIA 7.2. Heka je x € V u t € . Oneparnujy cynuctury-
mje ()f : F — F neduHUIIEMO PEKYP3UBHO, Ha ciejelie HAYWMH:
(1) (51 = $2)F = (s51)7 = (s2)7, 3a cBako s1, 82 € T;
(2) (Rsy...5,)% =R(s1)¥...(sn)¥, 3a cBaxu n—apuu R € Rel” u
S1y-nySn €T
(3) (—¥)f = )y, 3a cBako Y € F;
(4) (Y — 0)f =9F — oF, 3a cBaKko ), 0 € F;
- Yy  ako jey = x,
(5) (Vy¥)i =

3a cBako Yy € V u ) € F.
Vyf wunaue, Y ¥

Y nociiemeM Jiesty IIpeTXojiHe JeduHuIje nMaMo J1a IIPOMEeHJbH-
Ba T HHUje cja0dogHa y dopMmynu Yy, ako je y = x Ma cCaMUM THUM
HeMa CJIOOO/THUX jaB/bama IPOMEHJbUBE X Y TOj (DOPMYJIH MECTO KOjUX
OdmcMO TepM ¢ MOTJIN JIa CYIICTUTYHUIIIEMO.

Crenehu jenoctaBan pe3ysiTar KOjU ce TUUE CYICTUTYIHje he HaM
KOPUCTUTHU Y HACTABKY.

TBPBEWE 7.2.1. Heka cy = u y pa3iudure NpoMeH/bUBE U ¢ TepM
jesuka £. Onma Baxu cjesehe:

(1) Ba cBaku TepMm s jesuka £ y KOMe Ce IPOMEH/bUBA Y HE
jaBJba, BayKu
(sy)i = si.
(2) Ba cBaky dopmyiy ¢ jesuka £ y K0joj ce IPOMEHJbUBA Y HE

jaBiba, BaKH
Yy _
(Soz)t = ¢
JOKA3. IIpBo hemo, MHIYKIINjOM TIO CJIO2KEHOCTU Te€paMa, Jia, o-

KaxkeMo ja Baxku (1). ¥Y3MuMo Jia je § aTOMCKH Te€pM U Jia Ce IPO-
MeHJ/bUBa ¥y He jaBba y s. OHjga nMaMmo:
(s7)Y = y; =t=s akojes=uz,
t .
Y s{=s=s7 akojes#zx.
Cana, weka je s = fuy ... u, 1 IpeTIOCTABUMO OIIET JIa Ce Y HE jaBJba
y s. OHza ce y He jaB/ba HU y jeTHOM U, 3a 1 < i < n 1a UMaMo:

(s2)Y = fw D) .. (D) = funf o un? = 87,

TJIe JIpyTa O je THAaKOCTH T'Ope BaxK! Ha OCHOBY MH/IYKTUBHE XUTIOTE3E.
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Ciyimano tome, mokazahemo ma Baxku (2), caja MHIYKIUJOM IO
caoxkeroctu dpopmyna. Ako je ¢ obsmka Ruj ... u, u mpoMeH/bUBA Y
ce He jaB/ba y Y, OHJIa UMaMO:

()i = R(ury){ - (uny)) = Ruay . ounf = @,

rje JApyra ol jeJHAKOCTH TOpe BayKh Ha OCHOBY pesyartara (1) xoju
ce Turao Tepama. Ciydaj Kaga je popmysia ¢ 0OJIUKaA jJeTHAKOCTH Ce
JIOKa3yje CaCBUM CJIUTHO.

Axko je dopmyna ¢ odiauka @ — o u Yy ce He jaBba y , OHJIA
ce Ta TPOMEHJ/bUBA HE jaB/ba HU Y jedHoj oi dopmysia ¥ u o. Y TOM
ciaydajy hemo nmatu ja BayKu:

(Ly)i = ()i = (o)} =¥ = oy = ¢}
[Tonogo, apyra jeHAKOCT TOpE BayKy HA, OCHOBY WHJIYKTHBHE XUIIOTE-
ze. Ciyuaj kaza je popmysia p odyimKa —11) ce OleT JI0Ka3yje CAUTHO
OBOM.
Ha kpajy, y3amumo 1a je popmysia ¢ odauka Yz u mpeTrnocTaBuMO
Ia ce y He jaBiba y ¢. Ako nmamo na = ¢ FV(p), onga:

(Pp)l =l = ¢ = ¢f.

Ca npyre crpane, ako © € FV(p), onga momro ce y He jaBba y ¢
UMaMO Jia Cy TPOMEHJbUBE Y U 2 PA3JINIUTe 1A CJIEJIH:

()i = (V2! = V2(aby)] = Vabi = ¢f.
_|

Honyimrene cyncrurynuje. [lo caga cymo o omeparuju CymncTu-
TyIlje TOBOPUJIM YTIJIABHOM Ca CTAHOBHIINTa cuHTakce. 1peda, meh-
yTUM, UMaTH Ha yMYy Jla CEMAaHTUIKa CBOjCTBa OBe OIE€pallje HUCY
Tako jeaHocraBHa. Jla OucMmo TO BHE/HM, TPETIOCTABUMO JIa HAM je
Jnata cTpyKTypa 2 jesuka £ 3ajeHO ca WHIANBUIYAJTHOM BaJIyAIldjOM
5. OHza cBaku TepM ¢ HaIler je3WkKa MMeHyje Heku objekar 3(t) jo-
mena A. [Tocmarpajmo cagia dpopmyiy Vap u Heka je t repm. Moxia
OMCMO MOIJIM JIa OvYeKyjeMo Jia he ciiegeha nMmInInKaiyja jia BaXKu:

A Ve = A E ¢,

Jpyrum pedmma, ako HEIITO BaK! 3a CBe 00jeKkTe y ojpeheHom
KOHTEKCTY, OHJIa TO BaKU U 33 CBAKHU IOjeIUHAYHUA ODjEKAT.

Mebytum, nmiinkaryja 0103ro Hehe j1a BaXKu y OIIITEM CJIydajy.
Ha ducmo To Bumesnn, yamumo na je ¢ = Jy(x # y). Ouma hemo
umarTu ga Baxku 2A = Vrp yBek Kaja crpykrypa 20 MMa Makap JBa
enemventa. Mehyrmwm, 2 = o7, re je ¢p = Jy(y # y), cacBum curypHo
He Baku. 10 je 3aTO MmITO je NMPOMEHJ/bUBA Y HAKOH CYICTUTYIU]je

116



nocrasa Besana y gopmymm ¢,. Jla ducmo takse cirydajeBe u3dersm,
MOPaMO J1a KaXKeMO KakBe NeMo CyICTUTyIHje TepMa t MeCTo T y ¢
Ja CMaTpaMO JOIIYIITCHUM.

HEOUHULINIA 7.3. 3a cBaky GopMysLy ¢, TepM t U TPOMEH/bUBY
T, KayxkeMo Jia je t caobogar 3a CYyucCWunyuujy Mecto T 'y ¢ aKo u
caMo ako jesHO oj cieneher Baxku:

(1) ¢ je aromcka dopmya;

(2) ¢ je obyuka —), 3a HEKO ¥ € F, u t je caoboJaH 3a CYNCTH-
TYIIU]Y MECTO X y ;

(3) ¢ je obmmka ) — o, 3a HEKO P,0 € F, u t je cjodojaH 3a
CYTICTUTYIIU]y MECTO Ty 1) U O

(4) ¢ je obiuka Yyip, 3a Heko ¥ € F u y € V, u BaxKu:
() = ¢ FV(p), nm
(6) t je caobojaH 3a CYyNCTUTYIM]y MECTO T Y ) U Y ce He

jaBma y t.

HAmOMEHA. IIpumeTnMo J1a Ha OCHOBY IIPETXOIHO PEYEHOT CJIe N
J1a 3a OPMYITy ¢ U IPOMEHJbUBY & UMAMO:
TP =P
- x je cJI0DOTAaH 3a CYICTUTYIN]Y MECTO X Y ¢,
- aKO T HHje CJIOOOIHO Yy (, OHIA je ] = (, 3a CBaKH TePM t.

Caga hemo 71a TOKaxKeMO jeJIHy jeHOCTABHY TEXHUUKY JIEMY KOja
he HaMm OUTHU KOPHUCHA Y HACTABKY.

JIEMA 7.2. Hexa je A cwupykwiypa jeduxa £, 3 UHgUEUGYAAHQ
saayayuja v a € A. 3a ceakxu wWepm t u Gpomenwsusy T Koja ce He
jasma y t umamo ga 8asHcu:

slz ~ a](t) = a(t).

JIOKA3. /Ioka3 je cacBUM jeIHOCTaBaH, MHJIYKIIUjOM II0 CJIOYKEHO-
cTu TepMa t. ¥Y3MuMo, IIpuMepa paJiu, caydaj Kaja je t = y, riue je y
IIPOMEH/bUBA PABJIUIUTA, OJT X'

o= dl(y) -

Takobe je jeaHocTaBHO ITOKa3aTH Ja TBphembe BaXKu ako je t = ¢, rie
je c € Cns?. Ako je t = fty...t,, rae je f € Fun? jeman n—apnu
dyuKIMjcKn cumdos u ty,...,t, € J cy TepMHu y KOjuMa ce He jaBba
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IIpOMEH/bUBa T, OHJIA:

_|

Cama hemo 1a moOKaxkKemo Jia ce Hallla oIllepaliija CYICTUTYIIHje
Ha (bopMmy1aMa, y3 orpaHHYerha KOja CMO yBeJIHd, IOHAIIA OHAKO KaKo
OMCMO M OYEKUBAJIN:

JIEMA 7.3 (JIema o cyncrurynuju). Hexa je 2 ctipyxtuypa jesura
£, 5 : V = A ungusugyasna sasyayuja, t € I wepm u x € V
apomennusa. Onga, 3a ceaxy dopmyary ¢ € F, Gog ycrosom ga je t
€A060gar 36 CYUCTUUTLYUUTY MECTLO T Y p, sadcu caegehe:

(2,3) = o & @3]z~ 3(1)]) = .

JLOKA3. TBpheme hemo ma JI0KaxKeMO WHIYKIIHJOM II0 CJIOYKEHO-
ctu dopmyse ¢ € F. [IpermocraBumo mpBo j1a Cy S1,S2 € I u ja je
p = 51 = So. OH/ta umamo:

Ca gpyror Ha Tpehu pes rope cMo Morn ga mpeheMo Ha ocHOBY Jleme
[l

Y3MuMmo caja iga cy Ssi,...,5, € I, R € Rel”? n—apHU PeJIAIjCKI
cumbost 1 p = Rsy ... s,:

(2,3) = (Rsy ... ug)i & (A,0) = R(s1)7 - (sn)f

< (

< (((51)7),---»3((s0)7)) € RY

& (e~ 3(0)](s1),- - 8[z ~ 5(t)](sn)) eR"

& (23[z ~ 3(1)]) }— Rsi ..

ITonoBo cmo ca apyror Ha Tpehm pes npenumu Ha ocHOBY Jleme
Yamumo cajia j1a je (o = —p, Kao U Ja TBpheme BaxKu 3a .

[Ipumerumo na, oo je ¢ codomaH 3a CYICTUTYIN]Y MECTO X Y ,
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OHJ/Ia, OH MOpPa OUTH CJI00O/IAH 3a CYICTUTYIIHjY MECTO T Uy 1.

(%,9) = ()7 < (2A,3) = 9
& (A,9) = ¥F
& (A sfr ~3(1)]) = ¥
& (A, 8fr ~3(1)]) = .

Cajta cMo ca apyror Ha Tpehu pej rope Moru ja mpehemMo Ha OCHOBY
MHIyKTHUBHE Xunotese 3a 1. Ciaydaj y KoMme je ¢ = ¢ — o ce J0Ka3yje
CJIMYIHO IIPETXO/HOM.

Y3mumo Ha Kpajy Jia je ¢ = Vyih, Kao u Jia TBpheme BaxKu 3a 1.
Nwmamo nBa ciydaja Ha ocHoBy Jgena (5) dedununmje IIpBo, ako
x ¢ FV(Yyv), onna umamo:

(2,3) = (Vyp)i < (A,8) = Vyy
& (Aslz~3(1)]) = Vyy.
Ca upBor Ha apyru pej MoxkeMo npehn Ha ocHoBy Jleme [7.2]
Nnadge nmamo fa ce mMpoMeH/bUBA Y He jaBJba y t U IIPHUJIE je TEPM

t ciobomaH 3a CynCTUTYIH]y MecTo x y 1. Ilpumerumo makie 1a je,
y oBoM ciayuajy, ¢ € FV(Yyy) u x # y. Onma umMaMo Jia BayKu:

(2(75) ’: (V?ﬂb)f And (2[75) ’: Yy

& 3a cBako a € A nmamo (U, 3y ~ a]) = Py

& —u—= (A0~ a])lz oy~ d®)]) F 9
& —in—= A0y ~a))z~3@)]) Y

& —u—= (@0~ 30Dy~ a) =Y

& (A, 8]z~ 3(1)]) = Yy

T'ope cmo ca apyror Ha Tpehm pen mMorym Ja IpeheMo Ha OCHOBY
naayKTuBHe xwunoreze. Ca Tpeher Ha weTBpTH pej mpea3uMo Ha
ocuoBy Jleme [7.2] a ca gerBpror Ha IeTH pej MOXkKeMO Ja npehemo
3aTO IITO je & # . -

Caenehe je TBpheme jeaHocTaBHA MOCTIEINUIA TPETXOTHE JIEME.

[TocnegunA 7.0.1. 3a apoussomne wepme Si,Sy U t UMAMO ga
saotcu:

}—81—52—>tx _tx
Taxobhe, 3a ceaxy dopmyay p Wakxey ga cy Si,Se cA000gHU 30, CYTUCTLU-
WYYUJY MECTUO T Y POPMYAU P
=51 =83 = (¢, © ©5,)-
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Y Be3u ca MPETXOHOM IOCEIUIIOM je U cjaejiehu pe3yarar Koju
ce THYe onepalyje CYNCTUTYIHje aJld y JeJITHOM IITUPEM CMUCITY.

TBPBEWE 7.1. Hexa cy x u y apomennuse, t u t' wepmu a @ u
¢ amomcke Popmyane. Hexa je jow t' godbujen us t samenom Hexux,
HE HYAHCHO CBUZL, JaBbAIA TUPOMEHDHUBE T CG Y U CAUNHO WOME 30 @'

u . Onga hemo umatuu caegehe:

(1) Fr=y—t=t,
2)Ez=y—(p—¢).
JIoKA3. Tepheme (1) je jemHocTaBHO JIOKA3ATH WHIYKIMJOM IO

ciiozkeHocTu Tepma t. Jla duemo jgokazanu (2) yamumo npoussosbhe 2A
U ) TaKBe Ja BarKu

(%9) F =y,

omuocHO 3(x) = 3(y). Ako je ¢ obmuka t; = to, oHA je ¢’ obiuKa
t) = ti, tae cy t},t, nobujern us ty,ty kao y dopmynanuju rphema.
Onna Baxku:

(2,8) = @ < 8(t1) = 3(t2)

& 3(ty) = 3(ty)

& (A2 E¢.
Ca mpBor Ha JIPYTH peji CMO MOIJIH Jia IpeheMo Ha OCHOBY pe3yJ/ITaTa
(1) koju ce Turao Tepama. Ako je dopmysa ¢ odmuka Rty ...t,, 3a

HEKN n—apHU pesarujcku cumbos R, oHza mocrynaMo cacBUM CJIH-
9HO:

(2,3) =@ < (5(t1),...,5(t,)) € R*
e (3(t),...,3(t)) e R¥

& (A3) F .
Kao u y nperxojiHoM cirydajy, ca IpBOT Ha JPYTU PEJI CMO MOTJIH JIa
npehemo Ha ocHoBy nesta (1) oBor TBpherba. .

TBPBEE 7.2. 3a ceaky dopmyay @, tapomernnvusy xr u wepm t
Koju je ca000gan 3a cyUCTUUTYUUTY MECTLO X Y POPMYAIU Q-

EVrp =9 u e = 3z
Taxobhe, axo ce GPOMEHHUBA Y HE J4BHA Y POPMYAU O, OHGG BAHCU:

FVoe < Vy(ey)  u | 3ze < Jy(e)).
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HOKA3. Ilocmarpajmo cTpyKTypy 2l v MHIUBUIYATIHY BaJLyalldjy
3. Ha ocuosy Jleme MMaMO & BasKH:

(2A,3) E (Vzp) < 3a cBako a € A umamo (2, 3[z ~~ al) E ¢
= sz~ 3(1)]) =
< (2,9) = ¢
[Ipumerumo ma aApyru jaeo UpBOr TBphema cjieid, Ha OCHOBY KOH-
TpaNno3uIlnje, Ka/ia IPBU JIe0 TBphema TPUMEHIMO Ha (DOPMYITY —1(p.
Hpyru neo apyror TBphema MOXKeMO J1a JIOKaXKeMo Ha cjieiehn Ha-

qnH. [locMarpajmMo oneT Tpon3BObHY CTPYKTYPY 2 M MHIUBUIYATHY
BaJIyaIujy 3:

(2,3) = Jy(y,) & 3a mexo a € A mmanmo (A, 3]y ~ a]) = oy

= — I — (m,(é[ywa])[xwa])lz(p
= — |l — (Q[,é[xwa])}:(p
S —n— (A3) E Jze.

[IpumeruMmo camo Jia ca IPBOT HA JAPYTU pPeJI MOKEMO Jia mpeheMo Ha
ocuoBy Jleme [7.3] /10K je mpesiazak ca japyror Ha Tpehu pej onpaBmaH
THME IIITO Ce MPOMeHJbUBa Yy He jaBba y . Ciydaj Koju ce Tude
YHHUBEP3aJIHOT KBaHTH(UKATOPA Ce JI0Ka3yje aHAJIOI'HO OBOM. .

[apose dopmyna Yoy u Vy(py) kao u Jre n Jy(py) (mox yero-
BOM KOjU Ce€ TUYe IMPOMEH/bUBE Yy M3 IIPETXOJHOI TBphema), 30BeMo
angadetickum sapujanttiama. Cienehe TBpheme u j1eMa Koja My cJe-
JIU Cy jeTHOCTaBHA TOCjenIa JeuHuIje TepMa t Koju je caodoman
3a CYICTUTYIIH]y MECTO T ¥ (DOPMYJIHU (p.

TBPBELE 7.3.1. 3a cBaky popMysLy ¢, pa3anduTe IPOMEH/bUBE
T W Y TAKBe Jla ce Yy He jaBjba y ¢ U TepM t je3uka £ BaxKu J1a, ako
je t ciodosian 3a CYICTUTYIU]Y MECTO X Y ¢, OHJa je t ciodoman 3a
CYHUCTHTYIH]Y MECTO Y Y .

JIOKA3. /loka3yjeMO WHIYKIIMJOM II0 CJIOZKEHOCTH (hopMyse .
Axko je dopmyna ¢ aromcka, onzma je atromcka u Qopmyna @y, ma
je cBaKM TepM CJIODOJIaH 3a CYIICTUTYIIHMjy MECTO CBaKe IPOMEHJbUBE
Y #y-

Axko je dopmysia ¢ oduka —1), MPETIOCTABUMO J1a Ce Y He jaBJba
y p u fa je t codomaH 3a CyncTUTyIujy mecto x y . OHma numamo
Jla ce Yy He jaB/ba Y ¥ U Ja je T CJI000MaH 3a CYNCTUTYIIN]Y MECTO T
y ¥. MebhyruMm, oHZla HA OCHOBY WH/IYKTHBHE XUIIOTE€3€ MOYKEMO 12

. . -
SaK/by MO Ja je t cmobonan 3a CYHCTHTYIWJy MeCTO y y Y, . Onna
je TepM t cJ10001aH 3a CYNICTUTYIH]Y MECTO Y y )y, a OBa LOCHIE/ba
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dbopmyna je ucro mro u ¢,. Ciyuaj xaza je dopmyna ¢ odnuka
UMILTUKAIAje JOKa3yje ce aHAJIOIHO OBOM.

Ha xpajy, yamumo j1a je dopmysia ¢ odauka Vziy u mpernocra-
BUMO JIa Ce TIPOMEHJbUBaA Y HE jaB/ba Y ¢ Kao U Ja je t cJa0007daH 3a
CYIICTUTYIU]y MecTo = y . PaszmukoBahemo sBa ciaydaja. [IpBo, ako
r ¢ FV(p), onna je ¢y = ¢ ma muamo ga y ¢ FV(py). laxme, Tepwm ¢
jé HaIpasHO CJI0DOJAH 3a CYNCTHTYIHU]Y MECTO Y y (. Y3MUMO cajlia
na je ¢ € FV(p). Onma je mepm t cjiodoaH 3a CyNCTUTYIIA]y MECTO
T y Y u nmpoMeHJbUBa z ce He jaBsba y t. llomro je 1 mordopmya
0]l , CJIeJIN Jia ce TIPOMEH/bUBa Y He jaBsba HU y 1. OHIA, HA OCHO-
BY WMHJYKTHUBHE XWIIOTE3€ MOYKEMO JIa 3aKJbyINMO Ja je t c00omaH
3a CYNCTUTYIH]y MECTO Y y %, HITO IOBJIAYU Ja je ¢ CI0DOJaH 3a
CYICTUTYIH]Y MECTO Y Y Q. —

JIEMA 7.4. 3a ceaxy dopmyay o, ipomennuey x u wepm t = t(x),
umamo ga je t caodbogar 36 CYUCTUUTYUUTY MECTLO T Y .

JIOKA3. AKo je TepMm t 3aTBOpEH, Tj. HEMa jaBJbarba IIPOMEHJbU-
BUX y t, OHJIa je t YBEeK CJI0OO0JIaH 3a CYICTUTYIU]y MECTO T Y . AKo
ce IPOMEHJbUBA X jaBJba y t, OHJA je t cJI0D0/aH 3a CYICTUTYIIN]Y
MECTO T y (o jep HUjEIHO jaBJbalbe MPOMEHJbUBE T U3 t He MOXKe
HAKOH CyHCTI/ITYI_[I/Ije Ja IIOCTaHE BE3aHO (BaTO IIITO CyICTUTYyHUIIEMO
caMO MeCTO CJIODOJIHUX jaBJbarba IPOMeHJbuBe =y dopmynn ¢).

[TocneguA 7.0.2. 3a ceaxy dopmyary @, UGpOMEHHUBY T U CUM-
bon Konctaniie C:

= Ve = o, = Vo — ¢f,
rao u
= ¢ =z, = e — Jzp.

Hoxka3. Oso je nocseauria npsor jgena Tephema U HATIOMEHA
Koje cMo m3uenn y gokasy Jleme [7.4l Hanwme, ako je t = c, onza je t
YBEK CJIODOJIaH 3a CYIICTUTYIHjy MecTo x Yy . Takohe, ako je t = x,
OHJIa je t omeT CJIODOJIaH 3a CYNCTUTYIIHjy MECTO T Yy ¢ U UMaMO JIa
je gz =¢. -

TBPBEWBE 7.3. 3a ceaku ckyt gopmyaa I' jesuxa £, dopmyae 1,
o u upomennusy x wakey ga je x ¢ FV (o) u x ¢ FV(p), 3a ceaxo
pel:

I'EyeT vy,
Kao u
Fr'Ev—oel Edzy —o.
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JOKA3. /loka3 mnpBor TBphema, 3/1eCHa Ha JIeBO, CJIeId Ha OCHOBY
OPETXOHOI TBphema, momto je = Yy — 1. la ducmo mokazaim
TBpheme ¢ seBa Ha JecHo, npernoctasumo ja je I' = ¢, [locmarpajmo
cTpyKTypy 2l M WHAMBUIYATHY Bajyarujy 3 Takse jga Baxu (U,3) =
I'. Ouna hemo, 3a cBako ¢ € I' u cBako a € A mmarm ja Baxkn
(2, 5] ~~ a]) = ¢. Jakme, umamo ga je (A, sz ~ a]) = ¥. Mehyrnm,
nomrTo je a € A duso nponsBosbHO, caenn Ja je (2A,3) | V.

Jpyro ce tBpheme pokazyje camano. C jeBa Ha JIeCHO, TIPETIO-
craBuMO 1@ Baxku I' = ¢ — o. 113 oBora cienn ja je I' U {¢} = o.
Ha ocroBy konrpamozunuje nmamo I' U {—c} = —). Iomro ce x He
jaBmba ciodonuo y dopmynama u3 I' U {—o}, Ha 0OCHOBY mperxomHor
tBphema nmamo I' U {—o} = Var—1). [TonoBo, Ha OCHOBY KOHTpPAIIO3u-
muje I'U {-Vz—} E 0. Jakne, I' | V- — o, 1j. T E Jzp — 0.
Nmmukariuja 3/1eCHa Ha JIEBO €€ JOKa3yje CJUYIHO ITPETXO/IHO]. .

IIpenekcna Hopmasina dpopma. lIpucernmo ce na 3a popmyste
p 1 1) jesuka £ KayKeMO Jia Cy JOTHYKH €KBUBAJIEHTHE, IITO 3alld-
CyjeMo Kao ¢ ~ 1), aKO je CcBaka OJ] HbUX CEMAHTUYKA ITOCTIEIUIA
oHe Jpyre, Tj. ¢ = ¥ u ¥ | ¢. lakie, 3a takBe dopMmysie BMaMo
Jla BaXkW, 3a CBaKy CTPYKTYpy 2l jesauka & W CBaKy WHJIUBU/IYAJHY
Basyarujy 3 : V — A:

(2,3) o (%) =

JEOUHULINIA 7.4. 3a popMy/Ty KazkeMo Jia Ce HAJA3u y UpeHek-
CHOJ HOPMAAHO] POPMU, AKO je& ODJIUKA

Qlil?l e anlfngﬁ,
rje Cy y,..., T, pa3InduTe MpoMeH/buBe, cBako Q; € {3,V}, 3a 1 <
1 < nup je dopmyna de3 kBanTupuKaTopa. 3a
lel . ann

KaXkeMo Ja je Ke8aHWu@PuKkaiopcky upepurc a © Malupuya e hop-
My.JI€.

Caza hemo ma mokakemo j1a 3a CBaKy (DOPMYJIy ¢ je3nKa IpPBOT
pera &£ MoxkeMo Ja Halh)eMo O] €KBHBaJIEHTHY KOja Cce HaJa3Hh Y
MIPEHEKCHO] HOPMAJTHOj (hopMHU.

TEOPEMA 7.1. 3a csaky dopmyay ¢ jeauka upsot pega £ toctioju
Popmyaa @ uctior jeaura koja ce HAAG3YU Y UPEHEKCHO] HOPMAAHO]
Popmu u Koja je Warea ga 6axtcu @ ~ .

JLOKA3. TBpheme hemo ma JI0KarxKeMO WHIYKITHjOM II0 CJIOYKEHO-
ctu dopmyse . la ducmo mojemHocTaBmM HOTAIUjy, y3umahemo
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na je @' ersucreHnujajHu KBaHTU(MUKATOP ako je () yHUBEp3aHH
KBaHTH(MUKATOP, U 0OPHYTO. AKO je ¢ aroMmcka ¢opMyJia, OHIA ce
oHa Beh HaJ/Ia3W y TpeHeKCHO] HopmaJjHoj dopmu. [IpernocraBumo
cajia, Kao MH/IYKTUBHY XUIIOTE3Y JIa TBpheme BaxKu 3a (popmyiie o u
y. Pettumo j1a BaxKu:

o1~ Q1z1 ... QT
KaOo "
Y2 ~ Qm+1y1 cee Qm«knynw%

rje ¢y B Q1 ...y Qumy -y Quan € {3,V}, 21,..., 2, cy pasiuaure
IPOMEHJbUBE Ka0 U Y1, - . . , Yp & POPMYJIE 1] U 1y He caJIpKe KBAHTU-
durarope. Ako je popmysia p 0dIMKa 1, OHJIA UMaMO J1a je:

@ ~ _|Q1I1 e mem¢1-

Cama, nmpumemsyjyhn m myrta Jle MopranoBe 3akoHe m3 IpPBOI pejia
Tabesre 2, umamo 11a je:

_|Q1£U1 ... Qmwmwl ~ Qlll'l e Q;nmm_"wla
ma cJjaeau Jia je
w ~ QI1$1 e Q;nl‘m_'l/h-

Axko caja y3memo j1a je ¢ obJIKa 1 — (P9, OHJA Ha OCHOBY WHTYK-
TUBHE XUIIOTE3€ MOYKEMO J1a 3aKJby9IUMO JIa je

o~ (Qz1. . Q) = (Qmi1¥r - - - QupnYnt2).

Axo cazta popmyny Qrx1 . . . QT 3aMEHIMO HeHOM aJI(padeTCKOM
BapujaHTOM, Ha OcHOBY TBphema MOXKEMO JIa, [IOCTUTHEMO TO 4,
cy ckynoBu {Z1,..., &y} u {y1,...,Yn} JUCJYHKTHU U Ja CE HUjEIHA
OJI IPOMEHJBUBUX T;, 38 1 < ¢ < m He jaBjba CJIOOOTHO y 9. CAUIHO
ToMe, U POPMYITy
Qerlyl cee Qm+nynw2

MOXKEMO JIa 3aMEHHMO HheHOM aJi(padeTCKOM BapujaHTOM M Ja TaKO
J1001jeMo Ja ce HUjeIHa O IPOMEHJ/bUBUX ¥, 38 1 < j < n, He jaBiba
csi0001H0 y 1. Kaja To ypaaumo, MoxkeMo j1a m~+n IyTa IPUMEHUIMO
IIpaBUJIa Tacaxka U3 MIeCcTor U ceaMor pejia Tadese 2 010310, 18 OucMo
00U 12 je:

(Qzr ... Qmzmt1) = (Qmir¥r - - - QanYn2) ~
Qllml s Q;nmem-Hyl ce. Qm+nyn(¢1 — 7/)2)
HHakse, umamo J1a je

© ~ Qllxl s Q;nmem—I—lyl cee Qm-‘rnyn(d}l — ¢2)
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Ha xpajy, ako y3memo ja je ¢ odnuka Ve, moryhom 3amenom dhop-
MyJie
Q171 - Qi
IEeHOM aJI(hadEeTCKOM BapHUjaHTOM, MOYKEMO /18 IIOCTUTHEMO /12 je TIPO-
MEH/bUBA X PA3JIUYUTA OJ CBUX HPOMEHJBUBUX X1,...,Tn,. Jlakie,
“MaMo J1a je:
Y~ valxl s memwlv

a OBa ce ToCJe/Iiha (DOPMYJIa HAJIA3! Y IPEHEKCHO] HOPMAJTHO] (pbopMu.

_|
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8. ®opmMaJiIHU CHUCTEM JIOTUKe NPBOT peaa

Beli cmo yBenm mojam cemMaHTHUKE TOCTEIUIE = JIOTHKE MIPBOT
pena. To je jemna mosoBuHA 1ojMa, jJjorudke nocjaesaure. pyry moso-
BUHY YUHU TI0jaM JIOKA3WBOCTU KOjU NeMoO, Kao U y CJayd4ajy HCKa3He
JIOTHKe, Jla o3HadaBamo ca '+ ¢. OBaj mojam moxke na ce jgeduHm-
e Ha BuIe Mehycobno ekBupasienTHUX HaunHa. Jledunuruja mojma
F kojy hemo oBje ja jgaMo y CKJIaJIy je ca OHHM IINTO CMO UMAJIA y
MCKA3HO] JIOTUIIN.

®opmasau cucrem #p. IIpernocraBmpamo, Kao 'y cirydajy uc-
Ka3He JIOTUKE, Ja Cy jeJuHN MPUMUTHUBHU BE3HUIIM HAIIEr je3nKa — U
—. ®opmasHn cucTeM 3a JIOTHKY IPBOT peda Koju hemo 1a o3Hada-
BaMo ca #p, cacToju ce u3 cjemeher:

HEoHULINIA 8.1. Jlotuuke axcuome 3a J1aTU je3UK IIPBOT pejia
& cy renepammzanuje (B. Hedbununmja [5.8) ceux dopmyna ciaeneher
00JIMKA:

(A1) ¢ = (¥ =)
) (b= (= 0)) = ((p = 9) = (0= 0))
Asg) (mp = =) = (b = ¢) = )
Ay) Yzp — ¢F, ako je t ci0dOAH 3a CYyICTUTYIUjy MECTO X Y
dopmyan
(As) V(o = ) = (Vap = Vzy)
(Ag) p — Vo, ako x ¢ FV(p)
(A7) z==x
(Ag) (z; = xj) — (¢ = ¢'), e je ¢ aromcko u ¢’ je pesymnrar
3aMeHe HeKHUX, He HyXKHO CBHX, jaBJbarba O T; Ca T,

Kao u y cirygajy dopmasiHor cucrema 3a MCKa3HY JIOTHKY, jEJIIHO
npasmio u3sohema y Hp duhe momyc monenc (MP):

o =Y
(0

Orrer, darr Kao u y c/Iydajy UCKa3He JIOTUKe nMamo ciegehy meduru-
nujy:

JHeEouHUIMIA 8.2. 3a ckyn dopmyna [' u dopmyny ¢ jesuka
upBOr pesia £, gokas dopmyse @ u3d ckyta rutotieda I' je KoHavuan
Hu3 dopmyna ¢i,. .., P, TaKaB Ja je @, = @ U 3a CBAKO ¢ < N BayXKN
jemHo o cieneher:

(1) ¢; je akcuoma,

(2) wi € F:

(3) 3a HekO j, k < i UMaMO J1a je ¢ = p; — ©;.
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[Mumemo I' F A (mro unramo kao I' gokasyje ¢, wim nak ¢ je cum-
WarWUwYKa UocAequua On F) aKO TIOCTOjU JIOKa3 popMyJie (p U3 CKyIIa
xunore3a ['. Jlokaze u3 xurore3a hemo, Kao U y UCKA3HOM CJIydajy,
Jla 30BeMO gegykuyujama win udsohervuma u3 I'. 3a dpopmyny ¢ Ka-
JKEMO Jla je weopema ako Baxku ) - ¢, Tj. ako je OHA CHHTAKTHIKA
ITOCJIeTUIA TTPa3HoOT cKyna xunore3a. To hemo ckpaheno 3amnucuBaTu
Kao k- ¢.

Crnenehu pesysnrar je cacBUM jeJHOCTaBHA ITOCJIEIUIA OBE HAaIllle
neduHUIAjE.

[TocneguuA 8.0.1. Hexa je I' ckyt dopmyaa jesura upseot pega
&Z. Onga umamo:
(1) 3a cearo ¢ € I' saorcu I' = ¢,

(2) 3a ceaxy axcuomy 0 Popmannor cuctiema Hp eaorcu I' - 6,
(3) Axo jeI' C A u 't ¢, onga sasrcu u At .

SAIATAK 8.1. Jlokasatu upetizogho wepherve.

[TpuMEP 8.1. Ilpumerumo mpBO J1a aKO MMaMo Jia je - ¢, oHjga
je F Vxp, 3a npounsBosbHy mpoMensbuBy x. Jlakie, ako je dpopmyma
reHepaJim3alija HeKe TeopeMe, oHJa Baxku 1. [la ducmo Bugenn na
OBO BayKd, Y3MHUMO ]JIa je

PlyeeyPn = @
JIOKa3 OJ (¢ M3 MPA3HOT CKYyIla XUIOTe3a. [BPAUMO J1a 3a CBAKO i =
1,...,n umamo na Baxu - Vrp;, ma tako u - Vrp,, 1j. = Vrp.

Ako je i = 1, oH/A je @1 jeIHA OJ1 HAIMAX JIOTHIKAX aKCHOMa, I1a
je mo medununuju To u Vre;. Hakne, - Vrp;. IllpernocraBumo casa
Jla TBpheme Baxky 3a CBaKO j < ¢ U mocMarpajMo hopMmyry ¢;. Ako
je @; jemHa o akCHMoMa, OHJIa UMaMO MCTO KA0 M Yy IPBOM CJIy4ajy. Y
CYIPOTHOM, (; je nociaeauia npumene npasuita MP ma dopmyne ¢;
U ) Koje joj y HU3y IIPeTXoJie U IJe je (j, 00JInKa ¢; — ;. Ha ocHoBy
HHIYKTHBHE XUIOTe3e NMaMo Ja Baxu - Vap; xao u -V (p; — ¢;).
Ca apyre cTpane, Ha OCHOBY Ay mMmamo Ja je

FV2(p; = @i) = (Vg = Vo),
ITa, HAKOH ITO JiBa myTa npuMmenumo MP nodujamo na je - Vay;.

Crnenehu pesynrar HaMm y Hajkpahem Kake Jia Cy HAIU JTOKA3U
KOHAYHU OOjeKTH:

TBPBEWKE 8.2.1. Heka je I' ckyn dbopmyiia jeauka mpsor peja £.
Onga hemo umatu ja Baxku ' - ¢ ako u camo ako I'y - ¢ 3a Hekn
KoHavaH 1ojckym ['g C T,
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JokA3. [Ipumerumo fa cBaku KOpaK y HAIMMM JOoKa3uMma (hop-
MyJIa U3 CKylla xurore3a ' Kkopuctu HajBuire jase (GopMmysie U3 TOr
CKYIIa, & TAKBUX KOPaKa MMa CaMO KOHAYHO MHOTIO.

Hpyrum pedmma, HEKa je

Py Pn

noka3 dopmyse ¢ = @, w3 ckyna xumnoresa . Ako je I' konauan
TBpheme TpuBujasHo ciaeu. [IpermocraBumo onia ja je I' Heckona-
YaH u J1a je Yy € I’ mpousBosbaH eJIeMeHT OBOr' CKyna. 3a CBako ¢ < n
y3ehemo 110 jemny dopmyiy ¢; u3 I' Ha ciaenehn Haqwmm:

(1) ako je p; € I', ouna je 1; = ¢y,

(2) ako ¢; ¢ I, onga je ¥; = vy.
Axo je (2) cayuaj, onJa je ; jesHa Of HAIMX JIOTHIKAX AKCHOMA UJIH
nocieiuia npuMene npasmwia MP na jaBe dpopmysie Koje joj y HU3Y
nperxoie. /lakne, @1, ..., @, je m1oka3 hopMyse ¢ U3 CKyIa XAIoTe3a

{w17"'7¢n}' .

[lenTpasiu pe3yarar JoruKe IPBOT pejia je Teopema GowUYHOCTIU
(y mmpem cmucity), uuju fiemo J1oka3 gaTu HEITo KacHuje:

TEOPEMA 8.1. 3a csaxu jesux upsot pega £, cxyt dopmynsra I' u
Popmyary @, umamo ga easrcu I' F ¢ axo u camo axo I' = .

Kao m y umckasznom ciiydajy, UMILIMKAIMjy C JieBa Ha JIECHO Y
IpeTX0/THOM TBphemwy 3Bahemo Teopemom samaroctiu, TOK heMo meH
o0paT /1a 30BeMO TIpocTO 1eopemom GOoWUYHOCTWY JTOTUKE TIPBOT PEIA.

QPopmastHu cucTeM #Hp KOjU CMO OBJIe JIaJid HUje jeJIMHU, KAO IITO
HUje jelnHu OMo HU (POPMAJIHU CHCTEM HCKa3He JIOTHKe #; KOju CMO
nanu panrje. OH je TakaB J1a MOXKEMO jeJIHOCTABHO 3a Ibera Jia J0Ka-
JKEMO TeopeMy TOTIIYHOCTH, JIOK CY HEKH JPYTI'H, UCTO TAKO HOTIIYHU
dbopMaJIHE CUCTEMU, MHOT'O TIPUMEPEHUjU aKO HAC 3aHUMa CTPYKTYPa
JISYKIAja y JIOTHIT MPBOT pejia. JOIn jeJIHO BaKHO CBOjCTBO (Hop-
MaJIHUX CUCTEeMa, KOje W HaIll CUCTEM IIocejyje, jecTe Jia je mojam d
je gegyxuuja og @ us I' pexkypsuBan, 3a pexyp3uBao I'. OBaj hemo
BazKaH IojaM Ja JAedUHHIIEMO y APYroM JieJly OBe KibUre W OH he
HaM OUTH 3Ha4YajaH 3a JI0Ka3 l'e/nesloBUX TeopeMa O HEMOTIYHOCTH U
CPOJIHUX PEe3yJITaTa.
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Heke jemnoctaBHe ocoduHe cuctema #p. Camga hemo ma mo-
KarkKeMO HeKa jeJIHOCTaBHA CBOjCTBA Koja pesaluja F mocejyje um kKoja
cacBUM HAJIMKYjy OHHMa KOja CMO MMaJIi y UCKa3HOj Jjoruiu. /lokasu
Cy Kao M y CJIy4ajy MCKa3He JIOTHKe W HeheMO MX OBJie ITOHABJbATH.

JIEMA 8.1 (Teopema neaykiwmje). Axo je I' U {¢} F ¢, onga T' -
o =1

Ba ckyn dopmyaa I' jesuka npBor pega £ KaxkeMo J1a je UHKOH-
3uctuenman, DAl Kao u y ciaydajy uckasue jioruke (B. ledbunurmjy
, ako mnocrtoju dopmyna v jesmka £ TakBa ja Baxku ' F Y m
I' = ). Unave kaxkemo ja je I' kxonsuctenman.

TEOPEMA 8.2. Hexa cy " u A ckytosu gopmyra u o, ¥, o1, ..., 0n
popmyase. Onga sasicu caegehe:
(1) TU{p}F1 akko I'F o — 1.
(2) TU{p1,...;ont Y axko T F o1 — (.. = (on = ¥)...).
(3) ' je wonsuc@Wenian axko Tocwoju Gopmyaa o WaAKEa (a
saorcu 't o.
(4) AxoT'F o 3a ceaxo 0 € A u A+ 1), onga T'+ 1.

Joxka3 je damn kao u y uckasnom ciydajy. Mlcro Baxku u 3a J10Ka3
caenehe neme.

JIEMA 8.2. Hexa je I' ckyt dopmyaa u @ dopmyasa. Onga sasrcu:

(1) axo je I' U {—p} unkonsuctuenwman, onga I' - ¢;
(2) axo je I' U {p} unkonsuctwenwan, onga I' F —p.

[Ipumerunmo camo J1a cy, Kao U y UCKA3HOM CJIytajy, akcuome Aq —
A3 0BOJBHE Jla TIOKaXKeMO Jia Baxku ¢ - ——p u - F ¢ (B. Jlemy
3.1). Makme, tephema (1) u (2) rope jenHOCTABHO Clefe jeQHO M3
Apyrora.

YrpaBo ¢MO ce IMO3BaJIN Ha YHH-EHUILY J1a je cBaka (popmysia 0OJIu-
Ka (p — T, 3a MPOU3BOJbHY (DOPMYJIY ¢ je3uKa MPBOT peja £, Teo-
pema cucteMa #p. To je 3aTo 1mITO je cBaka popMmyJia je3anka MCKa3He
JIOTHKe KOja mMa Taj odJinK TayroJioruja. Ha ocnoBy Teopeme Gotwhay-
HOCTOU, MCKAa3He JIOTUKE CJIe/in Ja je Ta hopMmysia JoKa3uBa y K.
Axo je dpopmyiia ¢ jesuka mpBor pega £ uncrania (B. dedununujy
u ITpmmvep HeKe TayToJIoThje 1) U y JOKa3y 3a 1) 3aMEHIMO
jaB/barbe CBAKOI' MCKA3HOT CJIOBa ¢; oiroBapajyhomM dopmysiom ; je-
3uKa £ — MCTO OHAKO KAKO CMO Ca 1) TpeNLIn Ha ¢ — OHJIa he HU3
dopmysa Koju godujaMo Ha Taj HAYUH Ja OyJie J0Ka3 (popmyrie ¢ y
dopmasHOM cucremy #p U3 pa3HOr CKyNa XUIOTe3a (CBAKO MCKA3HO
CJIOBO KOje ce jaBjba y JI0Ka3y oJ1 ¥ y #; a He jaBiba ce y popMyan
MOKEMO JIa 3aMEHUMO IIPOU3BO/LHOM (POPMYJIOM je3WKa IPBOT Peja
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£). Y TOM JIOKa3y ce CIy:KUMO caMo akcnoMama A1 — Az U IpaBujIoM
MP. mamo sakie ciiegehe TBpheme:

TEOPEMA 8.3. Csaka Waytworouwra uHCTLAMUG J€ TeoPema LOTUKE
upsot pega.

OBy TeopeMy MOXKeMO Ja JJOKaxKeMO W JUPEKTHO, He M03uBajyhu
ce na Teopemy [3.6 MehyTum, camo Ha ocHOBY mpupojie TBphema Ko-
je Tpeda JoKazaTu duTasall MOXKe Jia IIPETIIOCTaBHU Ja heMo Ha HeKn
00JIMK TeopeMe OTIIYHOCTH NCKA3HEe JIOTHKE Yy TOM JOKA3y MOPATH I
ce mmo3oeMo. Jlokas koju hemo cajma j1a JamMo ocjama ce Ha TBpheme
rmo3uaTo kao Kaamaposa sema, y HEIITO JIpyKUnjeM pyxy. Taj ce pe-
3yJITAT TUYe UCKA3He JIOTUKE U TaMO MOXKe JIa HaM ITOCJIY KU J1a OMCMO
JIoKa3aun cjeehy, Hemro cjaadujy BapujaHTy TeopeMe IMOTITYHOCTH:
aKo je dopMmysa 1 TayTosoruja, OHJA je OHa TeopeMa cucreMa #.
Ilorsremajmo cama kako Oum j1oKa3 Halmer TBphema KOju MMOYHBa Ha
Kaamaposoj semu Morao Ja m3riaesa.

JIOKA3. ¥3mumo mpBo ja je dhopMysa ¢ je3uka IpBor peja £
MHCTAHIA UCKa3He opMysie 1 ¥ KOjoj ce OJ] UICKA3HUX CJIOBA jaB/bajy
caMo q1, . .., (q, 1 KOja je HacTaJIa 3aMeHOM jaBJbaiha CBAKOT MCKA3HOT
coBa q;, 3a 1 = 1,...,n, POpMyIOM ;. 3a CBAKYy OCHOBHY BAJIyaIlUjy
vyt P — {0,1} nedunummMO:

QOI _ Piy aKo je Ub(qi) = 17
! —;,  UHAYe.

Takobe, y3mumo 1a je

p,  axojev(p) =1,
-, UHade.

¢ =

TBPBEWE 8.1. I' = {¢],..., ¢} F ¢

JTOKA3 TBPBEA [8.1] Muaykuujom no cioxenoctu popmysie 1.
Ako je dpopmysa ¢ UCKA3HO CJIOBO, OHJA TBPHEHEe TPUBHUjATHO CJICIIN.

Axo je ¢ = —0, onma umamo aa je dopmyna ¢ odanka —o. OHIA

J J yi1a @
he BaxkuTu cienehe:
, o, ako je v(0) =1,
-0, UHaYe.

Ha ocuoBy mHmykTnBHE Xumnore3e onga mmamo jga je I' - o’. Ako je
v(f) =0, ouna je o' = o = ¢/, ma je I' - /. Ca apyre crpane, ako
je v(0) =1, ouma je 0’ = o na je ¢’ = ~p = ——o. [Homro umamo ja
I' - ¢’ u 3namo na je b 0 — ——0o, Ha ocioBy MP cienu ma je ' - .
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Yamumo caza ga je ¢ = 6 — 6,. Ouga je dbopmysia ¢ odauka
o1 — 0y. Ha ocnoBy nnjykrusne xunorese nmamo j1a je ' - o] kao u
I' - of. Ilomro Baxkn

, {aj, ako je v(;) =1,
o. =

I -0, WHa4Je.

3a j € {1,2}, MoKeMO Jla pa3IMKyjeMO HEKOJIMKO CJIydajeBa.
Axo je v(0;) = 0, ouma hemo mmaru ga I' = -0y u HA OCHOBY

F=p — (¢ = ) (B. Teopemy (1)) cenu na je
F 01 — (0'1 — 0'2).

Haxme, I' F 01 — 09. Mehyrum, nomro je v(6;) = 0, ciequ ga je
v() =1majeun ¢ =p =0, — 09. To Ham maje I' - ¢'.

Axo je v(0y) = 1, onna je omer ¢’ obimka 01 — 09, dbopMyIa o
je 0o mw Baxxu I' - 0y Ha ocHOBY mHmyKTmBHe xumnorede. MehyTmwm,
F oy — (01 — 09) je uncranna ox A;, na #Ha ocHoBy MP umamo
I'koy— o9, 1. T'F .

Ako je v(0y) = 1 u v(62) = 0, onza je ¢’ obauka —p, dbopmyra o}
je o1 u dopmyna ol je —oy. Ha OCHOBY MHJyKTHBHE XHIIOTE3€ OHJIA
hemo nmatu 1a je I' - o u I' - —oy. Ha ocHOBY

- gy — (_|0'2 — _|(O'1 — 0'2))
(B. Teopemy (4)) n nBe upnmene npasuiaa MP cienn na je I'
—(01 = 039), 1j. ' F ¢'. .

Y3MuMO cajia Jia je ¢ TayTOJIONIKa WHCTAHIA OJf 1, TJie (¢ HACTaje
u3 1) Kao mro cMo panuje ommcasn. Onjga hemo numaru ja je ¢’ = @,
nomro je dgopmysia 1) tayrosoruja. Takohe, ako je vy(p,) = 1, orma
je ¢, = ¢, na je

{<l0/17 cte 790;717 Son} }_ S07

Ha OCHOBY TBphema Koje CMO yIpaBo JioKazayu. I3 Tora Ha OCHOBY
Teopeme gegyruuge (8.1]) cienn

{SOIIa RN 7%0:1—1} + “n — ®-
Ca npyre crpane, ako je vy(p,) = 0, oHIA je ¢!, = -y, 1a je

{90/17 SR 9011—1} E = — .
Mebhyrum, ra ocHoBy Teopeme (B. Teopema (5))

F(pn = @) = ((en = ) = ),
TO Y, MOXKeMO Jia eJuMuHuIeMo npumenom mnpasuia MP. Hakon
[ITO OBO TIOHOBMMO joml (n — 1)—IyTa MOXKEMO Jia 3aKJbyduMo Jia je
F . -
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Uneja ma kojoj moumsa cienecha jema kojom hemo decto ma ce
CJIy2KUMO Yy HACTaBKYy jecTe Jia, ako cMO m3 xunore3a [ ycmenmm na
JIeIyKYyjeMO Jla T UMa HEKO CBOJCTBO (¢ W TO X je OUJIO UPOU3BONHHO,
OHJIa, CB8AKU OOJEKT X MMa IMOMEHYTO CBOjCTBO.

JIEMA 8.3 (Jlema o remepamusammju). Axo je I' = ¢ u x nuje
cnobogro y I'y, onga je ' = Vrxp.

JIOKA3. /loka3yjeMo MHIYKIII]OM II0 JIy2KUHH JI0Ka3a (PopMyJie ¢
u3 I'. Ako je ¢ € I, o2 = HHEje CJIODOTHO ¥ ¢ HA OCHOBY IIPETIOCTAB-
ke. Ha ocHoBy akcmome A6 mmamo - ¢ — Vxp, na y3 I' - ¢ caean
na je I' = Vxop.

Axko je ¢ akcnoma, oHj1a je U Vi aKCHOMA, MOIITO je CKYI aKCHOMa
110 JIePUHUIIjU 3aTBOPEH 38 YHUBEP3AJIHY KBAHTUMDUKAIIL]Y.

Axko je o 3akspydak npumene npasuia MP ua dopmyse ¢ u ) —
(, OHJIa Ha OCHOBY WHJIYKTHUBHE XUIoTe3e mMaMo jJa je I' - Vaxy u I' -
Vx(¢ — ¢). Ha ocnoBy akcmome A5 mmamo ja je I' F Vo — V.
[Ipumenom npasuita MP nodujamo ma je I' = V. .

Cama hemo ma j1aMo jeJIHY jeHOCTABHY IIOCJIEIUILYy MTPETXOTHOT
TBphema Koja he HaM KOPHCTUTH Y HACTABKY.

[TocneaunA 8.3.1. Axo je I' = %, 1ge upomennusa z nugje cao-
oogra y I' u ne jaswa ce y p, onga je I' = Vxp.

JokA3. Ilpumernmo npso ja je, Ha ocHoBy Tephemal7.3.1], = ysex
CJIODOJIHO 3a CYTICTUTYIUjy MECTO 2z Y ¢¥ Kajla ce NPOMEHJbUBA 2z He
jaBma y . Takobe, 3Hamo Ja je y ToMm ciayuajy (¢F)Z = ¢, HA OCHOBY
Tephemwa [7.2.1] Ilomro I' - ¢? u z mHuje cmodogno y I', ma ocuoBy
Jleme o reneparusayugu (8.3) mmamo ma je I' = Vzp?.

MebhyTumM, Ha OCHOBY HallOMeHe rope W akcuoMe Ay uMaMo u
Vzp? F (¢%)Z, a w3 oBora ciaemu ga je Vzp? b+ . Ilomro x Huje
ciodonHo y Vzpl, Jlema o lenepanusanuju UMa 3a TOCJIETUILY
na je Vzo? = Vrp, na je I' F V. =

[IPUMEP 8.2. VaVyp - VyVze.
Jla ducmo Bujiesin J1a TPETXOJIHO BaKu, HA OCHOBY Jleme o Tenepanu-
sayugu (8.3) moBospHO fie dutn Ja nokaxkemo ciejelie

VaVyp F Vrp,

a 3a OBO je OIIeT J0BOJ/bHO, HAa OCHOBY HUCTOI' pe3yJjiTaTa, Ja Ce IIOKazKe

JiF:)
VzVyp = .

Ha ocnoBy A4 mmawmo J1a je
F VaVyp — Yy,
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Kao 1
FYyo — .

Mebytum, Hakon mro jBa ryTta npuMmeanmo MP nobujamo 1a je
VzVyp = .

[TpuMEP 8.3. - JdzVyp — Vy3dze.
Ha ocuoBy Teopeme gegyxuyuge (8.1), m0BO/BHO je mOKa3aTw J1a BaXKu

JxVye F Vydzp,
a Ha ocHOBY Jleme o tenepanusdayuju (8.3) na mmamo ciemehe:
JxVyp = Jxep.

MebhyTum, momTo ¢MO €r3uUCTEHIUjaTHI KBAaHTU(MUKATODP dePUHUCA-
Jit TOMONY YHUBEP3aJTHOT, OHO TIITO 3aIIPaBO TPeda J1a MTOKAXKEMO jecTe

—Vx—-Vyp F =Vz-p.
[Iperxoano he ma ciaemu ako u camMo BazKu:
Ve F Vr-Vye.

[TonoBo, nHa ocuoBy Jleme o tenepasusayuju (8.3), 3a To he durm
JIOBOJHHO J1a TIOKAYKEMO J1a je

Ve F ~Vyp.

To he nak ma cirem ako Ha ocHOBY Jleme [8.2| mokarkemo 1a je cKyIr
{Vx—p,Vyp} unkonsucrenran. Mehyrum, Ve—p — —p u Yyp — ¢
cy ode mHcTaHie on Ay, nma npuMenom mnpaBuia MP jeanocraBHO
BUJIMIMO JI& jeé TIOMEHYTH CKYIl WHKOH3WCTEHTAH.

Y nokazy Teopeme uowuynocwu (9.1) yBommhemo y mam jesuk
HeKe HOBe mHuBHayasHe koHcTante. Ciiegehe TBpheme HaM je 110-
TPedHO J1a DUCMO Te CUMOOJIe MOTJIHM & €JIMMUHUIIEMO U BPATUMO C€E
JIeIyKIFjaMa y HallleM U3BOPHOM je3UKY.

TEOPEMA 8.4 (Teopema o reHepasmsanuju o Koucrantama). He-
ka je &L jesur upeot pega. Axo je ' cxyu dopmyaa u o(x) dopmysra
09 £, a c cumbos KOHCTLaHTe KOJu ce He jasna Yy £, oHga aKo UMAMO
ga eaorcu I' = ¥, sasicu waxohe u I' = Vrp.

JTOKA3. IlomTo nmamo na je I' = f, y3MUMO HeKHM KOHA4YaH I10JI-
ckyn 'y C I" rakas na je I'g - ¢f. Pertumo ma mmamo
Pls---5 Pk :SOS:C
JnenyKnujy o ¢f u3 xunoresa [y y upommperom jesuky £ U {c}.
¥Yammmo cajsia ga cse dopmyre ), 3a i = 1,..., k, nodujamo cymcru-
TYIIIjOM IIPOMEHJbUBE Y MECTO C Y ;, TJIe je iy IPOMEH/bUBA KOja ce He
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jaBma U y Iy, HUTH Yy bopmystama ¢; u . OHIa UHIYKIIUjOM jeTHO-
CTaBHO MOZKEMO Jla OKAXKeMO JIa je ), . . ., @), = p, JIeJyKIuja ol oy
u3 ckyna xunoresa ['g y jesuky £ (Ako je ¢ uz Iy, onza je ¢ = ¢y,
jep ce c me jaBma y I'. Axo je ¢ 3akspydak npasmia MP, tepheme
OIeT JIAKO CJIeAu. JeJMHO TJ/ie OMCMO MMAaJIM HEIITO TOCja jecTe Ja
IPOBEPUMO J1a je ¢} aKCHOMa, aKo je ; Omia jeJHa o1 akcuoma Ay,
Ag i Ag y npomupeHoM je3uky). lakie, mmamo ja je

IIomro ce mpomensbuBa y He jaBba y 1y, HA ocHOBY Jleme o ienepa-
auzauyuju (8.3) caeau na je
Lo = Vyepy,.

MeDyTuwm,  je c10001HO 3a CYHCTUTYIIU]y MECTO Y Y (, U EIMaMO JIa
je

(ey)i = .
HakJie, umamo J1a je
Yy, — »,
nHCTaHIA 071 Ay, a Ha ocHOBY npasuia MP cienn
Vyp, e
ITonoBo, ua ocuoBy Jleme o tenepanuzayuju (8.3)
Yy, F Ve,
ma Ha ocHOBY mpasmia MP nvmamo na
Iy F Vo,
1 Ha Kpajy
I' - Vxop.

[TpuMEP 8.4. VzVyRxy - VyVzRzxy.
Ha ocnoBy mperxojiHe Teopeme, JIOBOJAHO he OUTH Jla IMOKaXKeMO J1a
BayKu

VaVyRxy - VxRaxd

rae je d muauBuayaiHa KoHcTaHTa. Jlasbe, 3a To he OuTu MOBOJBHO Ja
ce IOKaXKe
VaVyRzy F Red

rJe je cajla C MHAWBHIyaJIHA KOHCTaHTa pazjmdurta oj d. Mehyrum,
VzVyRxy — VyRcy, kao u VyRcy — Rcd cy mucranne akcnome Ay,
Ia HAKOH IITO JBa myTa npuMennmo MP Moxkemo 1a 3aKJbydnMO

VzVyRxy - Red.
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[TocnemanuA 8.4.1. Ilpewuoctiasumo ga je I' = pf, ige je ¢ cum-
bon woncwmaniie Koju ce He jasma wu y I nutiu y ¢. Onga hemo
umatiu I' = Ve u dpuge ce xonctianiia ¢ ne Gojasmyje y 080J ge-
JUKUUJU.

JlOKA3. Ha ocHOBy mperxojiHe TeopeMe mMaMo Jjia Baxku [ F
Vy(gof)z 3a HEeKy IIPOMEHJ/bUBY Y Koja ce He jaBsba y @r. Ilomro ce
10 TIPETIIOCTABIN C HE jJaB/ba Y (0 UMaMO 113 je

(¥2)y = ¢y
na ce na je I' E Vypy. Mehyrnm, na ocnosy Tephema [7.2.1] cem
na je Yy, — ¢ uncranna akcuome Ay, na mmamo Vypy b . lomro
ce T He jaBsba CJIODOIHO y Vyp,, Ha OCHOBY Jleme o lenepaiusayuju
(8-3) cremn nma je Vypy = Varp. Ha ocrosy Teopeme gegyxuuje (8.1)
nMaMo J1a je

= Vypy, — Ve
Homro je I' = Vypy, cnemm na je u I' = Vao. .

Andabdercke Bapujaute. IIpucerumo ce ja cmo mocsie jgo0Ka3a
Tephema HebOPMAJIHO OIHUCAJI TI0jaM aagadetlicke Sapujaniie.
Cama hemo Taj mojam mpenu3HO Jia Jie(DUHUAIIEMO 18 OUCMO MOTJIN
JIa JIOKA2KEeMO JOIII jeJlaH TEeXHUYIKH Pe3y/ITaT KOju he HaM KOPUCTUTH
y nokasdy Teopeme tomuyroctmu (9.1). Ha ducmo 1o yumHuIM, IPBO
hemo nma mamo caenehy npeauMuHapHy J1eUHUIA]Y.

JEonHUIIMIA 8.3. Ako je ¢ dopmyna jesuka &£, onjga jgeduHu-
eMo Hetocpeghe aspadetlicke 8apujaHilie O Y Ha cjieehn HAYnH:

(1) Axko je p aromcko, OHJIa je ¢ jeJnHa HermocpeIHa ajidadercka
BapHujaHTa O Y.

(2) Ako je ¢ obmuka —), oHma cy HemocpeHe ajidadercke Ba-
pujanTe o1 o dopMmysie odauka —)’, rae je 1 HemocpeHa
asipadeTcKa BapujaHTa O 1.

(3) Ako je ¢ obnuka ¥ — o, oHma cy HemocpenHe ajdader-
cKe BapujaHTe oJ ¢ opmysie obauka 1 — o) rae je
HerocpeiHa ajipadercka BapujaHTa 01 1 a o HelmocpeHa
asicpadeTcka BapujaHTa oJ 0.

(4) Axo je dopmyna ¢ odiuka Vi), onga cy HenocpeHe ajida-
bercke BapujanTe o7 ¢ dopmyne odmmka Vy(y')y, rae je ¢
HerocpeHa ajadadeTcka BapujaHTa oJi ¢, Y je TPOMEHJbUBa
KOja je cJI000/IHa 3a CYIICTUTYIM]y MeCcTO T y ¢ U Koja ce He
jaBJba cJI000/IHO Y V.

Casta MmoxkeMo J1a JIe(PUHUIIIEMO PeJIAIjy “~ Ha CKyIly (hopMyia
jesuka & Kao pesialyjy eKBUBAJEHIje KOja je TeHepruCcaHa PeJIalijoM
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neriocpe e ajdadercke BapujanTe. Kaxkemo na je ¢’ aagadetticka 6a-
PUJAHTTA OJT Y ¥ THAIIEMO @ «~ ' aKO TIOCTOjU KOHAYaH HI3 (POPMYJIa
O1,.-.,Pp TAKAB Ja je 1 = @, 0, = @ m3acBako i = 1,...,n — 1
WIN je ;1 HemocpeHa ajidadeTcka BapujaHTa OJl @; WA je TaK (p;
HerocpeHa asihadbeTcka BapujaHTa Ol ;1.

ITpuMEP 8.5. Ilpumernmo 1a je dpopmyrta VyVuRyu memocpena
adadercka Bapujanta dpopmysie VrVyRry 10k 0OpHYyTO HEje CIydaj.
Taxobhe, nmamo na Baxku VrVyRxy «~ VyVrRyx, aam aujenaa o1 oBUx
dopmysia HEje HerocpeaHa ajidadeTcka BapujaHTa OHE JpyTe.

Ako mocmaTpamo dpopmyite ¢ u ¢’ TakBe 1a BaXKM ¢~ ¢, OHJIA Ce
OHE jeIMHO Pa3JInKY]y /IO Ha Be3aHA jaBJ/baikha IIPOMEH/bUBUX Y HUMA.
Bezana jaB/parma HeKe TPOMEHJBUBE Y (¢ CMO IPEUMEHOBAJIH JIa, OMCMO
JIOONJTN Be3aHa jaBJbarba HEKe JIpyre MpoMeH/buBe y ¢'. AKo ce Heka
IIPOMEHJbUBA jaBJbaJjla CJI0DO0HO HA {—TOM MeCTy y (POPMYIIHU ¢, OHJA
he mcra Ta TPOMEHJLUBA JIa CE€ jaBJba CJIOOOIHO HA UCTOM TOM MECTY
y dopmymu . VMcro Baxku u 3a jpyre cumOOJIe HAIEr je3uKa KOoju
HUCY IIPOMEHJbUBE.

Bnauaj mojma aJichadbercke BapujanTe orsena ce y ciaemaehem. Ilo-
CMAaTPajMoO IMIPOU3BOJbHY (DOPMYJIIY (0 U IIPOMEHJBUBE L1, . .., T,. Y BEK
MOxKeMo J1a Hahemo ajidadercky BapujanTy ¢’ (opmyse ¢, TakBy Ja
ce NMPOMEHJbUBE I1,...,x, He jaBibajy Be3aHo y . IIpumepa pamnm,
aKo dopmysia p nuMa nmordopMyry odauka V11, oHga Ty ToTdopMy-
JIy MOZKEMO JIa 3aMeHUMO popmysiom Yy, riie ce NpOMEeH/bUBa Y He
jaBiba y popMysIH Y TIa je TaKO CJI000JIHA 33 CYICTUTYIUjY MECTO Xy
y ¥ U Pa3IMInTa je Of CBUX T;, 3a ¢ = 1,...,n. [locime korauno MHOTO
TaKBUX TpaHcdopmalmja gooujaMo Gpopmyay ¢ Koja mMa TparxKeHo
cojcrBo. Takobe, ako je t(x1,...,x,) TepM, orja he ¢t dutu ciodoman
3a CYICTUTYIHjy MeCTO T y ¢’

JIEMA 8.4 (JIema o andaberckum Bapujanrama). Heka je ¢ dop-
MYAQ, T TpoMenpusa u t wepm jeaura upsot pega £ . Onga Goctwoju
Ppopmysa @' ca uctum cA000gHUM TPOMEHDUBUME KAO U O, WAKEA
ga je t caobogar 3a cyucuitiyuujy mectwo x y @ u easrcu @ = ¢’ xao
u ' .

J1OKA3. TBpheme j0Ka3yjeMoO HMHIYKIMjOM II0 CJOXKEHOCTH (POp-
MyJe . AKo je ¢ aTOMCKO, OHJIa MOXKEMO JIa y3MeMo Ja je ¢’ = .

Axo je dopmyita ¢ odmKa —) WM MaK OOJIMKA 1) — 0, OHIA MO-
JKeMO Jia y3MeMo Jia cy ojiroBapajyhe anadbercke BapujanTe odmKa
—)" omaocuo ' — o'. Tepheme hie onma jeamnocraBHO ja ciean Ha
OCHOBY WMHJIYKTHUBHE XHUIIOTe3e 3a hopmyJie 1) u o.
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[IpernocraBumo oHja na je ¢ = Vwi) 3a HEKY TPOMEHJBUBY wW.
Ako je w = x, OHJA MOXKEMO J1a y3MeMO Jia je ¢’ = (p, IOIITO X HUje
cJTI000/THO Y ¢ y oBOoM ciydajy. lIpernocraBumo caza ma je w # x.
ITocmaTpajmo dopmyity

P =Vzipy
TJie je 2 IPOMEHJ/bUBA KOja ce He jJaB/ba HU y ¢ HUTH y t. T'BpauMo na
jepokFpouphk e

Jla ducmo Bumenn na Baxku ¢ F @, Ha ocHoBy Jleme o Tenepasu-
3aUUTU he dutu HOBOBHO Ja MOKaXKeMO Ja je ¢ = 1Y, mOomTOo 2
HIje CJI00OHO Yy (. 3aTO IITO je z CJIODOIHO 38 CYICTUTYIU]y MECTO
w'y @ (TIOIITO ce OBa IPOMEHJbUBA HE jaBJba Y ), HA OCHOBY aKCHOME
A4, npumenom npasmita MP, nvamo na je ¢ = Y.

Ca apyre crpane, ja OMCMO BHJIENH Jla BaXXu u p F ¢, omer Ha
OCHOBY Jleme 0 TeHeparudauuju ouhe JOBOJLHO J1a TTOKAXKEMO J1a,
BaxK# p b= 1, momTo ce w He jaBiba CJI0001HO y . Bynyhu na ce z
He jaBjba y 1), CBA jaBjbama O 2 Y Yy Cy CJI000IHA, U W je CJIOOOTHO
3a CyLCTUTYIHUjy MecTo 2z y ¢Y. Jaxie, oner Ha OCHOBY akcuome A4
caem Jia je

7 F W), = v,

Ha xpajy, y3mumo J1a je, Ha OCHOBY WHJIyKTUBHE XUIIOTE3E,

¢ = V()
rae mMaMO Ja BazKH1
(o e
Kao "
(T ¥

u rae je t cmodoman 3a cyncrurynujy mecro x y (1Y) Ilomro je
t caobomaHo 3a cyncruryrmjy mecto x y (%) a mpomensbuBa z ce
He jaB/ba y t, ciaeu Ja je t CJA0D0JHO 3a CYIICTUTYIIH]y MECTO X Y
Vz(¥¥) = ¢'. Ha ocuoBy Jleme o tenepasusayuju OHJIA, CJIeIn
aa je

Vapy B Vz(r)
Kao U

Va(yy) V2l

IITO je W TpedaJso IMOKa3aTH. .
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Teopema BasbanocTu. Y cienehem ome/bKy hemo jga gamMo 10-
ka3 Teopeme wowuynocwu (9.1)) soruke npsor pena. Cajya, Tpeda na
ITOKasKeMO Ja BaxKu 1 odpaT Tor TBphema, Tj. Teopema sa.oarocti.

TEOPEMA 8.5 (Teopema Baswanoctu). Heka je I' ckyu gopmyaa u
@ popmyaa jeauxa L. Onga umMamo ga 8axHcu:

F'Fe=TF¢.

JOoKA3. IIpumernmo 1pBoO Ja cMO Beh MMoKa3aJiu Jia Cy CBe JIOTHY-
Ke aKcrmoMe HaIlrer (popMaJIHOT cucTeMa #p BasbaHe (popmyJie.

[IpBo, Ha ocunoBy Hamomene koja caemu ledbunurujy 3HaMO
Jla Cy CBe reHepaJin3aliije BasbaHuX (opMmysia Takohe Basbane Hop-
Mmyste. Jakie, moBosbHO hie OuTH f1a ce yTBP/M Jia Cy CBE OHE aKCHOMeE
KOje HHCY TeHepaJinm3aliuje Bajbane (opmyse. 3a akcuome A — Ag,
TO 3HAMO Ha OCHOBY TBpDhema KOje ce THUIAJIO TayTOJIONIKAX WH-
cranmu. /la je cBaka dopmysna odiuka A4 BajbaHA 3HAMO HA OCHOBY
Tephema7.2] koje ce Tunaso cyncrurynuje. 3a akcuome 0dauka As To
MOXKEMO JIa 3aKJbyIMMO Ha OCHOBY 1Bphema u nesa (1) Tephema
.6l 3a akcmome obsmka Ag 3HAMO 212 je TO CJIy9aj HA OCHOBY NapoBa
JIOTWYKY eKBUBaJIeHTHHX (opmysa u3 Tadere 2 (uerspru pen). [da
je akcuoma Ay Basbana (opMyJsia je jeTHOCTAaBHO Jia ce B, jep 3a
IIPOU3BOJbHY CTPYKTYpPY 2l M MHAUBHUIYAJHY BaJIyalldjy 4 UMaMoO Ja
BayKn

,3) Fx =z < s(x) =3(x),

IJie je JecHa cTpaHa eKBUBaJIeHIIMje rope yBek TadHa. Ha Kpajy, ak-
cuoMe obmka Ag cy cBe BasbaHe popmysie Ha ocHOBY TBphema (7.1}

CaJta MOKeMO J1a TIOKayKeMO J1a 3a CBaKy (DOPMYJIY (0 BaXKH Ja aKO
IIOCTOjU JIeIYKIja oJ1 ¢ u3 cKyma dopmysaa [', ona je ¢ ceMaHTHIKa
nocsiesntia o I'. Ako je dopmysa ¢ jemana on akcrmoma, onja Beh
3HAMO JIa je = ¢, na je tume u I' = ¢. Ako je ¢ jeana o dopmysia
u3 I', onga oner cieqn ma I = . Ako je dopmyna ¢ modujena Kao
3aKJ/bydaK MpPUMEHe IMPAaBUJIa MOJIyC ITOHEHC Ha dopmysie ¥ u ¥ — @,
Koje joj y JeayKINjH IIPeTX0 e, OH/1a Ha OCHOBY MH/IyKTHUBHE XUIIOTE3€
suamo 1a I' = ¢ kao u I' |= 1) — ¢. 113 oBora nak jemHoctaBHO coren
maje ' = o. —|

Cama hemo ma HaBesemo jenHy eKBUBaJIeHTHY (opmynanujy Te-
opeme samanoctiy auju he HaM 0o0OpaT OWTH 3Ha4ajaH y ciejehem
0JIeJbKY KaJla OyeMo roBopuin o Teopemu GOWAYHOCTIU JIOTHU-
Ke IIPBOT' PeJia.
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[TocneaunA 8.5.1. Hexa je I' ckyu gpopmynsa jesuxa L. Onga
sastcu ga axo je I' saagosomus, onga je I' konsuctenman.

JoKA3. Hexka je I' mpousBospan 3a/10BO/bUB CKyT (DOPMYJIa je3NKa
&. llocmarpajMo cTpyKTypy 2 M MHIUBUIyAJHY BaJIyalldjy 3 TaKBe
ma Baxku (2,3) = I' u npernocrasumo na je I' mnkonsucrenran. Onja
noctoju popmysta ¢ taksa ja je I' - o u I' = —p. Ha ocnoBy Teopeme
8aHAHOCTIU cien jia je I' = o u T' = —p, mro je memoryhe.
Haxkie, ckyn I' je KoH3uCTEHTAH. .

[Tocnenuiia Kojy cMo ympaBo JIOKa3aju je, Kao IITO CMO HAaIlo-
MEHYJIA, eKBUBaJIEHTHa Teopemu 68a naHoCiu oio3ro. a ducmo
BUJEJ/JIN Ja BazKN I/IMHHI/IKaHHja n 'y CyIipOTHOM CMeEPY, IPETIIOCTaBUMO
ma I' = ¢. Onma mocroju crpykrypa 2 U MHINBHUIyaJIHA BaJIyaliuja
5 takeu ga (A,5) =T u (A,3) @, 1j. (A,3) = —p. Hdaxie, ckyn
T'U{—p} je 3amoospus, na je Ha ocuoBy [locsemuie KOH3HUCTEH-
taH. /I3 oBora jemgHocraBHo ciaean jga 't .
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9. /loka3 TeopemMe MOTIIYHOCTH

Y oBoM oj1e/bKy heMo ja j1aMo JI0Ka3 TeopeMe MOTIYHOCTH JIOTHKE
npBor pema. Kao mrTo cmo Beh crmomenynmm y YBOdy, OBY je BayKHY
TeopeMy IPBH J0Ka3ao lemen y cBojoj JMOKTOPCKOj Te3u u3 1929. ro-
nuue. Mehytum, nokas koju hemo osje ma jamo uuje I'egenos. Hbera
nyryjemo Jleony XeHkumny.

Hexka je & jesuk Jioruke upsor peja, ¢ dopmyna u I' ckyn dop-
Mmysa oBor jesuka. [Ipernocrasumo na je I' = . Ilokazahemo na je
I' - p. Ako je ' I/ ¢, onnma Ha ocHoBy Jleme AMaMO I3 je CKYII
I' U {—¢} konzucrentan. Ako OymeMO MOIVIM Jja IIOKA’KEeMO Ja je CBa-
KM KOH3HCTEHTaH CKyl (OpMyJia 33JI0BOJbUB y HEKOj CTPYKTypu 2
3a HeKy BaJsryarmjy 4 : V. — A, onma he mocrojatu crpykrypa A u
Basryanmuja 4 koju 3agososbasajy I'U{—p}. Mehyrum, To je Hemoryhe,
nomto je (A,5) E I a tnme n (A, 3) = .

Ha ocmoBy mpeTxo/iHO pedeHor, JIOBOJ/AHO he OUTH Jia JTOKAXKeMO
cienehe:

TEOPEMA 9.1 (Teopema mormynocrn). Axo je I' xonsuctwentaar
CcKYlU opmyaa jesura Upeot pega £, onga Uoctoje clupykwmypa A u
uHgueugyasna saayavuja bV — A wakxeu ga 3agosomasajy I

[Ipe mero mTo JoKaykKeMO OBy TeOpeMY HEKOJIMKO KOMEHTapa je Ha
Mecty. 1 y cayuajy nokaza Teopeme wotwuyHoctiu HCKa3He JIO-
ruKe TpedaJio je Jia ypaJuMo HEIITO CJAUYIHO U OBa JBa J0Ka3a y MHOTO
YeMy jeJIaH JIPYTrOM HAJIUKYjy. Y UCKA3HOM C/Iydajy je Takohe TpedaJio
[IOKA3aTHU JIa jé CBaKU KOH3UCTEHTAH CKyIl (hopmysia 33 10BO/bUB. Ta-
MO CMO, TIOIIABIIN OJ] IPOU3BO/HLHOI KOH3UCTEHTHOT CKyma (popMmyiia
I' Taj ckyn mpommpuin 10 MaKCUMAJHO KOH3UCTEHTHOT CKyTa (hop-
mysa ['o. Taj ckyn je mMmao ocoduny j1a 3a CBaKy (pOpMyJIy (¢ HCKa3He
qoruke Baxu @ € ', mmm —¢ € I'y,. To HAM je orma omoryhuiao na
JedbUHAIIIEMO BaJIyalldjy v TakKBYy Ja CMO 3a cBako ¢ € 'y, mmaam na
Baxku v(p) = 1.

N y cayyajy noruke npsor peja hemo fga ypaJuMo HEIITO CJIMIHO.
ITohu hemo o1 Tpou3BOHLHOT KOH3UCTEHTHOT CKyTia popMmyaa I jesuka
& u Taj heMo CKyIl Jia MPOIIUPUMO O MAKCHUMAJHO KOH3MCTEHTHOT
ckyma dopmyna ', dam kKao u y mckasaHom caydajy. Ckyn 'y, he
IIOHOBO MMAaTU OCOOMHY JIa 3a CBaKy (pOPMYJy ¢ je3uka £ mMaMo Ja
Baxkn ¢ € ', mmm —¢ € I'y. Onma, ma ducmo mokasaim Ja je CKyIl
I' 3a;10Bo/bUB, J1I0BOJBHO he OuTH ja mOKaxkKemo Jia je ckyi ', 3aj10-
BosbuB. Jlakiie, ouekyjemo ja hemo moparu ja Hahemo ojrosapajyhy
cTpykTypy 2 jesuka &£ m MHAUBHU/yAJHY Bajyalldjy 3, Takse Ja he
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Baxkutu (2,) = I'. MehyTum, nocraspa ce nurame Kako he taksa
jemHa CTPYKTypa Ja u3riena’

[Tomro jeauuo mmamo Ha paciioiaramy cKyi I, Morym ducmMo ga
MTOKYTIIAMO J1a CTPYKTYPy 2l KOHCTPYHUIIIEMO OJf CHHTAKTUIKOT MaTe-
pujasta. pyrum pednma, MOKEMO y3€TH Ja je JIOMEH Hallle CTPYKType
2 jennak I, CKyIy CBUX TepaMa je3uka £ W J1a Cy HAIU HEJOTHYKU
cMOOJIM MHTEPIIPETUPAHN Ha CJieiehn HaduH:

(1) R* = {(t1,...,t,) € A" | Rty ...t, € o}, 3a cBaku n—apnu
cumbout R € Rel?;

(2) f4(ty,...,t,) = ft, ... t,, 3a cBaxu n—apuu cumdos f € Fun?;

(3) ™ = ¢, 3a cBaku cumbosr Koucrante ¢ € Cns”.

Ha xpajy, moryim d6ucMo J1a y3MeMO WHIUBHUIYAJTHY BAJIYAIU]y 5 TAKBY
na Baxku 3(x) = x, 3a cBako x € V

Haxkasoct, oBo HampocTo Hehe doutn qoBoJbHO. Jla ducmo Bumem
3aITO je TO CIydaj, y3MuMo Ja je Lo = {*, e} jesuk Teopuje rpymna
u I' ckyn akcuoma te Teopuje Koje cmo nasm y ITpumepy [5.21 Axko je
I'oo MaKCMMaJIHO KOH3UCTEHTaH cKyn Koju mupu ', ona hemo nmartn
na (exe)xe=ecly, jep'F (ex*xe)*e = e Mehyrum, oBu cy
TEepPMU PA3JIUIUTUA KA0 CHHTAKTHUIKU ODjeKTU, MAKO CKyI [, 01 HacC
Tpaxku na ux usjeanauanmo. OBy heMo mpenpeky fa permMo TuMe
mro hemo JiecbuHUCATH jeqHy peslalnujy eKBUBaJIEHINje R Ha CKYILY
TepaMa J , TaKO IIITO heMo y3eTHu Ja je t & s aKO U caMO aKo je CJIydaj
nat=sel.

To mehyrum uuje cee. Ilocmarpajmo jesuk £ = {P}, rae je P
yHapHu pesarujcku cumoos. Heka je

F={-PzxlzeViUu{-(zr=y)|z,yeVuzx+#y}U{JzPx}.

Ckyn I' je 3amoBosbuB y cTpyKTypu B unju je momen N, 3a uHan-
BUIyaTHy Badyammjy 3(z,) = n + 1 n urtepnperanujy P® = {0}.
Yamumo caja ga je Iy, MakcmMasHO KOH3UCTEHTAaH CKYN KOjU ITUPHU
I'. ¥ crpykrypu 2 K0jy cmo onucasm rope, nmahemo gaje A = J = V.
[Torro je (2,5) = —Px, 3a cBako x € V, cienn na (A,3) = JxPx.
Jaxkse, 2 nuje momen o I'y.

Hpyru mpodeM Koju Tpeda Jia perrmMo je, JTaKJie, Taj MITO je CKYI
' cazprkao ersmcTeHIjaIHO TBpheme, ajlu CBaKU IIyT KaJia OUCMO
CTaBUJIN TE€pPM HaMeCTO KBaHTU(MUKOBaHE IIPOMEH/bUBE, (DOpMyIa KO-
jy oucmo Tako jodomsm muje omita y I'w. Taj apyrm mpodiaem hemo
pemmT 1IOMONY 1ojMa, ceegora uan Xenwkurosur konctwanu. 1Ipo-
IIIIpehe TIOYETHOT je3nKa TAKBUM KOHCTaHTaMa cMO Beh HarosecTun
y IpeTxXoTHOM 0]1eJbKYy. BpaTtumo ce caja joka3y Teopewme [9.1] omosro.
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JIOKA3. Heka je £’ nodujen us jesuka £ j10/1aBambeM 1IpedpojuBo
MHOI'0O HOBHX CUMOOJIa KOHCTAHTHU C; KOje ce He jaBbajy y £L.

Takobe, Heka cy @1, s, ... CBe ersucreHnujagne dpopmyste ox £,
Tj. cBe popmysie 0dIuKa w; = Jy;1);, 38 HEKY NIPOMEHJbUBY ¥; U HOP-
MyJsIy ;. 3a cBaky GOPMYIY ©; Y3MHMO jeJIHY OJf HOBUX KOHCTAHTU
C,, KOja ce He jaB/ba HU y ; HUTU y @;j, HATHU je IaK jeJIHaKa HEeKO]
OJ, KOHCTAHTH C,,;, 38 CBaKO j < i.

Jlakje, OHO IITO CMO OBJIE YPAJIUIN jeCTe Jla CMO CBAKO] €I'3UCTEH-
nujasinoj popMynu ¢ = Jyy TPUAPYKUIN jeTaH CUMOOJI KOHCTAHTE
c,. Heka je IV ckyn dopmymna nodujen un3 ckyna I' npuapyxusarmem
cBUX popmysia 00JIMKa

Fyip — (cy),

3a CBaKy ersucTeHImjaJHy dopmyity ¢ = Jyip. Osnue je 1(c,) ckpahe-
HULIA 38 Y . Ose HOBe opmyiie,

o; =y — Pi(cy,)

30BeMO Xenkurnosum Gopmysama, a KOHCTAHTE C, C6EJOUUMA WIN
Xewrkunosum Konctwanwama. Jaxkie, mmaMo 1a je

I =T U {3yihi — i(cy,) Hien.
TBPBEWKE 9.0.1. Ckyn IV je koH3MCTEHTAH.

JIOKAB. Ako IV Huje KOH3UCTEHTaH, HEKA je N HajMarmhe TaKBO Jia
je ckyt
FU{Ul,...,Un+1}
MHKOH3UCTeHTaH. [Ipumernmo ma je ckym ' m j1a/be KOH3UCTEHTaH y
onuocy Ha jesuk £’. To ciean Ha ocHOBY Teopeme 0 TeHePaNU3auUjU
to xoncmanmama (8.4). Hanme, ako je I' by ¢ u T' oy =g, Tre je
¢ dopmysia jesuka L', oHJIa HA OCHOBY IIOMEHYTE TEOPEME MOXKEMO
Jla 3aMEHMMO HOBE CHMOOJIe KOHCTAHTH y ¢ (TakBux hie dutm camo
KOHAYHO MHOT'O) IPOMEHJBIBIMA, J1a OUCMO J100min hpopmyity ¢ jesuka
£ u 1o TakBy Ja je ' o ¢ u I' b4 —¢/, mro je cynporHo HAIIO]
[IPETIIOCTABIIH.
Hakne, ckyn
Fu{oy,...,on}

jé KOH3UCTEeHTaH, JIOK je CKYII
I'u {0'1, e ,O'n_H}
nHKoH3UCTeHTaH. Heka je

Ont+1 = ElyQ/) — ¢(C¢)v
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rie je ¢ = dyy. Haxne, c, ce He jaB/ba y @ HUTH Y 01, ...,0,. Ha
ocuoy Jleme [8.2] cieau na je

ru{oy,...,ontF —0p41.

MebhyTum, 3a npousBosbHe dopmysie ¢ u  jeTHOCTABHO MOXKEMO J1a
BUJIMO Ja BaxKu —¢ F ¢ — 6, Ha ocuoBy Teopeme gegyrkuugje (8.1)) u3
{=¢,¢} 0, ma je ~(¢ — 0) - ¢ Ha ocuosy Jleme [8.2] Takue,

ru{oy,...,on} F Jye.

Takobe, (¢ — 0) = =0 cinenu na ocuoBy Jleme oo je 0 - ¢ —
0, na ocuoBy A;. Umamo, makie, 1a je u

ru{oi,...,on} F9(cy).

ITomrro ce ¢, we jaBmwa y I'U{oy,...,0,}, na ocuoBy Teopeme o tene-
pasudayuju o korwctanmanma (8.4]) nmamo na je

Fu{or,...,00} F Ve (9l )27

3a HeKY IPOMEHJbUBY Z (3a KOjy MOXKEMO Jia IPETIOCTABUMO JIa Ce He
jaBiba y ¢), jour mpuue c, ce He jaB/ba y 0BOj Aedykiuju. Ilomro ce
c, He jaBiba y 1), umamo 1a je (B. Tepbheme [7.2.1)

($g,)sr = .
Hakite, ciienn na BaXXu
TU{oy,...,on} F V20l

ITomro ce z He jaBpa y 1, Z ce jaBjba CIODOMHO y %Y TadyHO Ha Me-
CTUMA TJIe ce ITPOMEHJbUBA ¥ jaBJbaJia CJIOOOHO Y 1), U Y je CJIOOOTHO
3a cyncrutynujy Mecto z y 1Y. Ha ocrHoBy akcuome A4 mmamo

Mebyrum, (¥¥); = ¢, na je
Vap? b b,

IlomTo y Huje codbonno y Vz—1)?, Ha ocHOBY Jleme o Ternepanrusayuju
(8.3)) cnrenn na je Vz—¥ = Vy—p. lakae,

Fru{oy,...,on} FVYy—.

Mebytum, momro I' = Jdyy, 1j. I' = =Vy—, Bugumo ga je I' U
{o1,...,0,} MHKOH3UCTEHTAH, IITO MPOTHBPEYM MUHUMAJHOCTHU O]
n WK MTaK KoH3ucTeHTHOCcTH o7 I, v cirydajy na je n = 0. —
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Cagza tpeda na ckym I mpommpuMo 10 MAKCUMAJIHO KOH3UCTEHT-
HOT cKyIa popmyiia jesuka £’ koju hemo ma ozragaBamo ca I'w.. OBo
YUHUMO Ha WCTU HAYWH Kao W y CJIy4aj]y MCKa3He JIOTUKE.

Axko je jesuk &£ npebpojus, oHja je u jesuk £’ Ttakohe npedpojus,
a MOXKEMO Jia odpojuMo cBe dopmylie jesuka £’ ciaegehum HE30M

1, P2, - -
Vamumo ga je I'g = IV u onjga geduHUIINMO PEKypP3UBHO:

i =10U {SOnJrl}a

aKO je OBaj CKyIN KOH3MCTeHTaH. AKO je Imak oBaj CKyIl MHKOH3UCTEH-
TaH, OHJa Ha OCHOBY Jleme umamo jia '), B =, 1 ma Moxkemo J1a
y3meMo Jia je y Tom ciay4dajy L1 = Iy U {—p,e1}. Orma hemo nmaru

aa je
I'=|JTn
n>0

MaKCHMAaJIHO KOH3UCTEHTAaH CKyIl. AKo je je3uk &£, mma caMuM THM U
jesuk &', HenpeOpPOjUB, OHJA KOPUCTUMO aKCHOMY M3D0pa, J1a OUCMO
J100po ypeauau popmyJsie TOr je3nKa W KOPUCTUMO UCTU apTyMEHT
Kao U TOpe, TJie Yy TPAHNYHIM HUBOUMa KOHCTPYKIIHje Y3UMaMO YHUje
MIPETXOTHUX HUBOA.

Kao u y nokasy y ciydajy ncka3He JIOTUKE, MAKCUMAJIHOCT CKYyTIa
', 3ajemno ca Jlemom nMa 3a MOCJEUILY Jia 33 CBaKy (popMysty
@ jesuka £’ Baxku TavHo jemHo of cuaenehier: ¢ € 'y wm —p € T'.
Taxobe, ako je ' F ¢, orna ¢ € 'y, 1a je oBaj cKym u JelyKTUBHO
3aTBOpeH (mHave, ako ' - o u ¢ ¢ ', orma ¢ € I'y, ma cienu na
je I'c F =, mro poruBpeun KousuctenTHOCTH O ['y).

Konauno, cayxkehn ce ckymom I'y, m3rpagmhemo ctpykrypy 2 n
Basyamujy 4 : V — A. Heka je I ckyn Tepama jesuka £’. Hedpuru-
IeMO peslaliijy ~ Ha CKyIy J OBaKoO:

~rset=sel,.
TBPBEWBE 9.0.2. = je pesalyja eKBUBaJCHIINje HA CKYITY J .

JoKA3. Imamo ja je - Va(x = x) Ha ocHOBy akcuome A, ma
Ha OCHOBY akcuoMe Ay cienu na je F t = t, 3a mpou3Bo/baH TEPM t.
Haxme, t = t, na je penanuja ~ pedJieKCUBHA.

Haspe, umamo J1a je

FVaVy(z =y -y = x)
npuMeroMm akcuome Ag. la Oucmo TO BuAEIN, IIOCMATPAjMO ATOMCKY
dopmyiy x = x. Popmya
r=y—(x=z—>z=y)
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je macTanma akcuome Ag. Ilomro je - x = x, jeanocraBHO ciean ja
je Fx =y — y = x. Ha ocHOBY akcuome A4 ciaeam 1a je
Ft=s—>s="t.
Haxkite, ako jet ~ s, 1j. t = s € 'y, onna I'yx = s = ¢, na je Tume
s=tel'yus=~t lHakne, t = s nmopjgadu s ~ t, 1a je pejaiuja
CUMEeTpUYHA.

[IpernocraBumo Ha Kpajy Ja je t &~ s u s ~ u. Jpyrum peunma
t=s,5s =u € I'y,. HoBospHo he Outn 11a moKazkemo Jia je

FVaYyvz((z =y) = ((y = 2) = (z = 2)))

HOINTO HA OCHOBY akcuoMe Ay (rye SupaMo MpoOMeHJbUBE T, Y U 2 KOje
HUCY YV £, § U ) CJean J1a

Fit=3s)—=((s=u)— (t=u)),
ma je tako ', F ¢t = u. To je, mehyTum, jeHocTaBHO MOKa3aTH, jep
Ha OCHOBY akcuome Ag, aKO IIOCMATPaMO aTOMCKY (pOpMyIly y = 2z, U
3amerbyjyhu jaB/bama o1 y ca T Kao y Ag, nmaheMo j1a Baxku

=) > ((y=2) = (o= 2),

ITomro cmo Beh mokazaJsm ga umMamo - xr =y — y = x, cIeau 1a je

Flx=y) = ((y=2) = (v =2)).
_|

Y nacrasky hemo ca [t] = [t|» Ja 03HAYABAMO KJIACY €KBHBAJICH-
nuje repma t jesuka £’y oHOCY Ha pejanujy /. Y3MUMO caja Jjia je
JIOMeH Hallle CTpyKType 2 KOJIMYHUYKH CKYII:

A={[f]|teT)}.

Hpyrum peunma, umamo ja je A = J /.

Axo je © € V¢ = Vg npomensbuBa, y3ehemo 1a je WHIUBHUTyaTHA
Basyanmja jgara ca (xr) = [r|, a uHAMBHyaJHe KOHCTAHTE C je3nKa
£’ heMo 1a UHTEPIPETUPAMO OBAKO:

c* =[c].

[Ipeocraje mam, makie, na medbunnmeMo unTepuperarmje RY n £ —
penanujckux u GyHKIujecKux cumbosa Tor jesuka. To hemo ma ypa-
JauMo Ha ciaexehn naumn:

(D) R* = {([ta],---,[ta)) € A" | Rty...t, € Ty}, 3a cBaku
n—apuu cumdon R € Rel”,

(2) 2([t1], ..., [ta]) = [ft1...t,], 3a cBaku n—apuu cumbon f €
Fun?;
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MebhyTum, caza MopamMo OBJE Ja ITIOKaXKeMO Ja Cy TH II0jMOBU
noopo nedpunucanu. IIpernocraBumo ma je t; =~ sy,...,t, = S, u
ma saxu R¥([t1],...,[t.]), Tj. Rt;...t, € T's. Ha ocuosy Jleme o
renepaausavuju (8.3), Teopeme gegyruuge (8.1) m akcuome Ag mmamo
7 je

FYy ooy oz (= 21) = oo (Y = 20) —

(Ryr...yn > Rz ... 2) .. ).
IIpomensbuBe y; U z; CMO MOIVIM Jia OJladepeMO TaKO Jia ce OHe He
jaBmajy y t;, uutu y s;. I3 akcuome A4 oHJa cieau ja je
F((ti=s1)—...(th=5,) > (Rt1...t, > Rsy...5,)...).
Ilomro je I'y F t; = s;, umamo 1a je
I' o FRsy...s,.

HaxkJse, ciean Jia BaxKu

RSl...SneFoo.

CamgHo ce oCcTyna U y caydajy mHTeprperanyje MyHKIjCKIX CHM-
OoJia T/Ie OHM, TOJ NPETIIOCTAaBKOM Jia je t; & S1,...,t, & S, U Ja
je f jeman n—apuu GYHKIUjCKE CHMOOJI HaIler je3uka, Tpedaso Jia
[IOKAXKEMO J[a BayKU:

Foof_ftltn:fslSn
Kao n y nperxomaom ciry4dajy, omatie he ja cieau Jia je:
ftl...tn:fsl...sn GFOO,

OImHOCHO ft;...t, ~fs1...5,.

Cama Kajga mMaMO Ha pacIojiaramy jeIHy J00po AedUHUCAHY
crpykTypy & = (A4; R}, 2, ) u unpusuayanny sanyanujy 3 : V — A,
pBo hieMo J1a TIOKaxKeMo J1a 38 CBaKU TepM © HaIller je3nKa UMaMo Jia
BaxKm: 5(t) = [t].

3a uHIUBHUIyaJIHE IPOMEH/HPUBE UMAaMO Ja je

3(x) = 8 () = [2].
TaKObe, 3a CBAKy MHAWBHUAYAJIHY KOHCTAHTY C UMaMO 13 BazKW:
3(c) =c* = [d].

Ha kpajy, npernocraBumo j1a je f jeman n—apau MyHKIIUjCKH CUMOOJT
HAIler je3uka u ja cy ty,...,t, Tepmu Taksu Ja je 3(t;) = [t;], 3a
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cBako 1 <4 < n. Onna he Baxkuru:
3(fty ... tn) = f2(5(t1), ..., 5(tn))
= f4([t1], ..., [ta))
= [fty...t,).

Hakuie, 3a cBaku TepM t Baxku 3(t) = [t].

TBPBEWKE 9.0.3. 3a cBaky dhopmyity ¢ jesuka £’ nMamo J1a BayKu
(2(,3) E ¢ ako u camo axo ¢ € I'.

JLOKA3. TBpheme oKa3zyjeMo MHIYKIIUjOM IO CJ0XKEHOCTU (Hop-
Myste ¢. Ako je ¢ aromcka dopmysna obimka ¢ = Rty...t,, oHma
je

Rt;...t, €To & ([t1], ..., [ta]) € R®
& (3(t),...,5(t,)) € R*
< (A,3) ERty ..ty
Axko je ¢ obsmka t; = ty, OHJIA UMAMO
th=1t el & [tl] = [tg]
= (Q[,é) ): t1 = to.

Axko je dopmyna ¢ odauka —) a TBpheme Baxku 3a Gopmyity 1,
OH/JTa, IMAaMO

el &Y ¢l
< (A2) FY
& (2A,8) E .
ExBuBasieniuja y mpBoM pejry rope je ompasB/iaHa Ha OCHOBY MAKCH-
MasiHOCcTH off, I' o, Dam Kao u y cirydajy nCKa3He JIOTHKE, JJOK ca IPBOT
Ha JPYTU PeJi MOXKEMO Jia IpeheMo Ha OCHOBY MHJIYKTUBHE XUIIOTE3E.

Axo je dopmyna ¢ odmmka 1) — o a TBpheme Baxu 3a P U o,
OHJIa UMaMO

YV —>0€l gl mwmo ey
S () EyYum (A,3) Fo
s ) EyY —o.
Kao u y nperxomom ciiydajy, y IPBOM CMO Delly 3aK/bydUBAJIN HA

OCHOBY MAaKCHUMAJHOCTHU cKyTma [, JIOK CMO ca IPBOTI Ha JPYTH PeJ
Mor/u Jia pehemMo Ha OCHOBY MHIYKTHBHE XUIIOTE3E.
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[IpermocraBumo Ha Kpajy ga je ¢ = Vay. ¥Yamumo ga ¢ € 'y
Omo mTo caja Tpeda J1a MOKaXKeMO jecTe J1a BayKu

(2A,3) = Var.

Ha ducmo To yumHmIN, TocMaTpajMo npousBosbHO [t] € A. Tpedaso
On Ja IMOKaXKeMO 1 BaXKMU:

(282 ~ [t]]) = ¢

To hemo ja ypaaumo Ha cienehu nauns. Ha ocuosy Jleme [8.4] nexa
je dopmyna 1) andadbercka BapujanTa ox 1) Taksa ga je 1 F ' u
Y b 1), Kao u ga je TepMm t CJI0ODOHAH 38 CYICTUTYIU]Y MECTO X Y
dopmysn 1.

Onna hemo mmaTu 1a BaXKu:

(2, oz~ [t]]) b & (A oz~ [t] | o/
< (A,3) = (@)

Jpyra oz ekBupajeHImja rope Baxku Ha ocHoBy Jleme [7.3] Onna, Ha
OCHOBY MHIYKTHBHE XHIOTE3€ IMaMO JIa je

(%,2) = ()] & @); € I'.
MebhyTum, Kako cMmo mpermoctaBuan jga ¢ = Vay € [y, u3 Tora
he ma cnemu nma Vay' € T'. To je 3aro mro Ha ocHoBy Jleme o
TeHEPANU3 QULJU u3 1) b 9 moxkemo j1a 3akibyanmo Vi F V),
a ckyn [y, je neaykrusno 3aTBopen. Ilomro je Tepm t cimodoman 3a
CYIICTUTYIIAjy MeCcTO T y 1/, Ha OCHOBY akcuome Ay cieau ja je
Vay' = (¢')7. Ha ocroBy Tora mozkeMmo ja 3aksbyaumo Ja ()7 € Ty
mna je:
(20,3) | Vaip.

[Tpermocrasumo ¢ apyre crpate jna Baxu (A, 3) | V. OO mro

Oou TpedaJsio J1a IMOKaXKeMo jecTe Jia je

Vzy € I .

[IpermocTaBuMo 3aT0 g2 OBO TOCIeke HEje ciaydaj. OHTa Ha OCHOBY
makcuMaaHocTu of I' mmamo ma je -Vzy € I', ma je m dJx—y € .
Mebhytum, nmamo ma je

S —

Jenna on Xenkunosux dpopmysta ckyna [V, Omarie cienu ma je I'y
—p?. OBgie je C jeJlaH OJ HOBUX CHMOOJIa KOHCTAHTH je3uka L', Koju
ce e jaBspa y 1. [omro je (2A,3) | Vay, cienu na je

(2, 3[z ~ [c]]) = ¢
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MebhyTum, Kako je ¢ cj1000IHO 3a CYIICTUTYIIH]y MECTO X y 1), IMaMO
Ja je

(24,3) = ¢
To Ham OHja, Ha OCHOBY MHIYKTHBHe xumotese, maje 7 € I'y, mro
je nemoryhe. /lakye, MoxkeMo J1a 3aKJbyunMo Ja je Vxy € I'. —

OBumMm je nmoka3 Tsphema [9.0.3 3aBpmen. Cana tpedba camo ma
HPUMETHMO Ja aKO OIPAHUIUMO CTPYKTYpy 3a [ Koju cMo rope KoH-
cTpyucau Ha je3uk £, jpoduhieMo CTpyKTypy Koja 3aI0BOJbaBa HAII
nmoyeTHu ckyi ¢dopmyna ' 3a unpumBuayaany Basayarujy 3. Tume je
3aBpIIeH U JIoKa3 Teopeme TowuYHOCTIU . .

[TocnegunA 9.1.1. Hexa je I' cxyta popmyaa u o dopmyaa jeaura
Z. Onga saorcu:

F'Epelt .
JIOKA3. 3ecna na JjieBo 0BO je camo Teopema samanoctuu (8.5)).
C sneBa Ha JECHO, 3aKJbYIyjEMO KAO HA IOYETKY OBOT' OJIEJbKA. .
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10. Ilocaenurie TeopeMe IMOTILyHOCTH

IIpBa mocsemuiia KOHCTPYKIIMje U3 HaIIler joKa3a Teopeme Uoli-
TYHOCTIU Kojy hemo oBie ma HaBenemo je Jiokas Jlesenwxajm-
Crxonemose tweopeme 3a NIpedpojuBe je3UKe KOju ce He MO3UBa Ha
rojaM eJieMeHTapHe TOJICTPYKTYpe.

[TocneguuA 10.0.1. Ipewaoctasumo ga je &L upedbpojus je3ur
upeot pega u ga je I' konsuctentan ckyt opmysa wot jeauka. Onga
I' uma apedbpojus mogean.

HOKA3. IIpumernmo 1a ako je jesuk & npedpojuB, OHJA je TO U
jesux £’ m3 nokasa Teopeme womuynocmu (9.1)). To je 3aro mro cmo
Taj je3UK U3rPaJIUIN, TOMABIIN O £, J0JaBabeM caMO PedPOjUBO
MHOTO WHIWBUyaJTHUX KOoHcTaHTu. V3 Tora ciemm na je m cKym J
TepamMa TOI je3uKa Takohe mpedpojuB. Mehyrum, crpykrypy 2 us
JIOKa3a TeopeMe IMOTIYHOCTH CMO M3TPAJIWJIM TaKO JIa 3a FheH JIOMEH
Baxku A = J /. lakie, crpykrypa 2 je npedbpojuBa ma je caMuM THM
pedpojuBa U HeHa PECTPUKITja HA je3nK L. .

BoroB Tect. ¥Y3mumo cajia ja je Y CKyIll pedeHuria je3nka mpBor
pena £. llpucerumo ce J1a 3a X KaxKeMo Jia je TMOTIIYH aKO 3a CBaKYy
PEUYEHUITy 0 je3UuKa OJT > UMaMo Jia BaxKu o € X wim —o € Y. Cnemnehe
TBpheme MOXKe Jla HaM ITOMOTHE KaJia »KeJUMO J1a IPOBEPUMO Ja JIn
Y. IMa TO CBOjCTBO.

TeEOPEMA 10.1 (Botos rect). IIpewuoctiasumo ga je £ upedpo-
Jue je3ur upeot pega u X geqyKWueHo 3aUW60PEH CKYU PEYEHUUA TWOT
JE3UKA KOJU UM MOGEA U YUJU CY C8U TUPEOPOJUSU MOGEAU U3OMOPPHHU.
Onga je ¥ wowuyn.

JOKA3. IlpermocraBumo ma ¥ muje normnys. Onjga, momro je X
JIeIYKTUBHO 3aTBOPEH, ITIOCTOj HEKO 0 3a Koje BaxKu X I o u X I —o.
Ha ocuoBy Jlesenxajm-Cronemose weopeme (10.0.1)) ciaeau na nocroju
npedpojus mozmen A ox ¥ takaB jga Baxku 2 £ 0 Kao u mpedpojus
Moziest B o X Takas Ja Baxku B £ —o. Hakie, A = -0 u B = o,
aJIM TI0 IIPEeTIIOCTaBIM nMaMo Ja je % = B, mto je Hemoryhe. .

ITpucerumo ce ga cvo y Ilpumepy KOHCTPYMCAJIM CKYII pede-
HUTIA je3uKa FLy:
Y= {0'21, 0>2,0>3,... }
Mogenu ox Y cy DecKOHaYHM CKYIIOBH & CBH IPEOPOjUBH MOJEIN O/T

Y. cy m3omopduu ca N. Jlakse, Ha OCHOBY IpeTXO/HE TeopeMe, 3HAMO
JIa je CKYII Y TOTIYH.
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Ha ducmo naau jenaH mMame TPUBHjaJIaH IPUMEP, ITOCMAaTPajMO
rycra JuHeapHa ypebema 0e3 kpajmbux Tadaka u3 [Ipumepa [Ipu-
Mepe TAKBUX CTPYKTYypa YUHE CKYIIOBU PAIMOHAJHUX U PEAJTHUX OPO-
jeBa ca yobmuajeHuMm ypehemuMa Ha HBUMA.

TEOPEMA 10.2. Csaxa gea tpedbpojusa Tyctia sureapra ypeheroa
0e3 Kpajrouxr Wavakra cy u3omopphHa.

JIOKA3. ¥Yamumo ga cy (A; <) u (B; <) asa npedbpojusa rycra Jiv-
HeapHa ypebhema 0e3 KpajibuxX Tadaka ¢ Jia CMO WHJIEKCUPAJIU IbIUXOBE
estlemente oBako A = {a, |n € N} u B = {b, | n € N}.

JeduHUIIMO IPBO CKYIIOBE

Ao ={ao}  Bo={bo},

u Heka je fy @ Ay — By dyskmmja gedunucana ca fo(ag) = bo.
IIpermoctaBuMoO caja, 3a Jd0Ka3 WHIYKIIMJOM, Jda CMO JeUHUCATHT
dbyukujy f, : A, — B, TakBy Ja cy cjiemehn ycooBu 3aJ0BOJbEHU:

(1) {a()?"'aan} g An g A;

(2) {b07"'7bn} g Bn g B7

(3) fu: A, — B, je dujeknuja Koja qyBa IOpeIaK.

Caza Tpeba j1a dyHKIUjy f, TpommmpuMo J1o ofrosapajyhe dyukimje
fn-‘rl-

Axo je an11 € A, onga hemo ja y3memo 1a je A = A, B, = B,
u f) = f,. Y cynpoTHOM, IPETIIOCTABUMO Ja je, IPUMepa pajin

<1< << py1 <Ciy1 <<y

rie je A, = {co,...,Cn}. Y3MUMO HekH ejieMeHT cKyna B Takas Jia
je fu(c) < b < fu(ciyr) n pedunummmo:

A;,L = An U {an+1}
B, = B, U {b}
f?ll = fuU{(ant1,0)}.

Axo je b,y € B!, ouna hemo na yamemo na je A,y = A, B,y = B),
u fn,11 = f. Nnage, npernocraBuMo na je

do <dy < <dj <bpy1 <djp1 <--- < dy
rae je B, = {do,...,d;}. ¥Y3mnmo cazna emement ox A TakaB Ja je
(f1)"Hd;) <a < (f:)'(dj41) m nedbunnmmMO:
A, = A U{a}
Byi1 = B;L U {bn+1}
o1 = frU{(a,bnia)}-
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Ha xpajy, mozkemo jia yamemo na je f = J,5 fn @yukimja f: A —
B he onja dOutu TpakeHu n30MOPQPU3AM. .

YaMmuMmo cajia f1a je X CKyl aKCHOMa I'yCTUX JIMHeapHUX ypeherba
be3 Kpajipux Tadaka Ha jeauky £ = {<}. Ha ocnoBy Botwioeoi wectta
(10.1)) u Teopeme KOjy cMO yIpaBo JIOKA3AIN MOXKEMO & 3aKJbY IHMO
J1a je X TMOTIIYH.

Kao u y cnyuajy uckasmue joruke, Teopema UOWUYHOCTIU
Ma 3a jJeJJHOCTaBHY Ioceauily Teopemy KOMUAKTHOCTU JIOTUKE TIP-
BOr pera. Teopema KOMUAKTHOCTIY MOXKe JIa Ce JIOKaXKe M JTUPEKTHO,
roMohy mojma yatupatpoudsoga. Taj moka3 oByie HeheMo 1aBaTh, HETO
hemo ma mokaxkemo kako Teopema komGakimoctiy ciaeau u3 Teope-
Me UOWUYHOCUU 4UjU CMO JIOKa3 JIAJIN Y IIPETXOTHOM OJIEJbKY.
IIpucernmo ce na Teopema KOMUAKTHOCTIU KaZKe:

TEOPEMA 10.3 (Teopema xomnakrTaoctnn). Hexa je £ jesuk upsor
pega u I' cxyt gopmyaa osot jesura. Cxya I' je 3agosonus, wj. to-
cwoju cupykwypae A u ungueugyasna saayayuja 3V — A waxeu
ga saorcu (A, 3) E ¢, 3a ceaxo ¢ € T, ako u camo axo je ceaxu rweios
rxonawarn gogekyt I'g C 1" 3agosonus.

JIOKA3. [la dbucmo JloKa3au HETPUBUjAJIHN CMED OBE €KBHBAJICH-
11je, IpeTnocTaBuMoO Ja je cBaku Konadan 'y C I 3amoBosbeus. Axo I’
HUje 3aJ10BOJbUB, OHJa ' = ¢, 3a cBaky dopmyny ¢, ma jeu I' = L.
Ha ocnoBy Teopeme ToTaYyHOCTIU caemn na I' - L, ma je ckym
I unkonzucrentan. [lomTo cy joka3zu Konaunu, nmamo ja je I'g - L,
3a Heko koHauHo 'y C I'. MehyTum, onma Ha ocHOBY Teopeme 6a.ma-
noctwu (8.5)) caenu ma je I'y = L, mrro je Hemoryhe momro je ckym Iy
IO TIPETIIOCTABIIN 38/I0BOJHUB. .

Ha ducmo miryctpoBau ynorpedy Teopeme wKoMUaKTHOCTIU, V3~
MuMoO ja je I' ckyn popMmyna jesmka £ Koju MMa TPOU3BOJHHO BEJIUKE
KOHa1IHe Mojiesie, Tj. 3a cBako n € N mocroju mozen (2,5) ox I' Ta-
kaB 7a je |A| > n. [lokazahemo na onga I' nma deckonavan Mosedt.
[a Omcmo TO mMOKazasIm, HEKa Cy 0>, pedeHHIe nedWHNCAHE Ko y
[Ipumepy [TocmaTpajmo cajia ckyt

I"=TU{o>, | n>2}
TeBpauMo Ja je cBakM KOHA4YaH MOJCKYN ckyma 1V 3amoBosbus. [la

OmCMO TO BHJIETHM y3MHMO IIPOM3BOJ/bAH KoHadaH mojckym [ C T
Onna moxkemo J1a y3memo HeKo N € N TtakBo J1a BaxKu:

I'fCTU{os,|2<n< N}
Ha ocnoBy nperniocraBke MoxkeMo jia y3amemo mojest (2U,3) ox I' rakas
naje |A] > N.Ilomro je |A| > N, cienn na hemo umaru (A,3) = o>y,
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3a cBako n < N, ma je (A,3) momen ox I'. Jdakie, cBakn KoHavaH
nozgckyn ox IV je 3amoBosbub. Ha ocuoBy Teopeme kKomUaxmHoCuiy
creu fa je u cam ckyn 1V 3agosossus. Heka je (A',3) mozmen ox IV.
Ounna hemo umaru n1a je (A',3) momen on I' u mpuge je A’ beckonadan
— jep je JOMEeH MojieJla CBUX 0>y, 38 N > 2.

JoI jean HaUMH Jla UCTO TBphEme JTOKaXKeMO OMO OU ITPOIITUPHU-
BalbeM je3uKa £ HOBUM WHIMBUJIYATHUM KOHCTAHTAMAa. Y 3MUMO J1a je
L' =L U{c; | i € N}, rzie je cBako ¢; HOBa WHMBU/LYaTHA KOHCTAHTA.
Y3muMmo cajia J1a je

P/:FU{Cl#C]|Z,_]ENI/IZ§£j}

Kao u rope, TBpimuMoO J1a je cBaku KoHadaH HoJACKyl oj I 3a10B0/6uB.
Ha ducmo To Bumenn, yamumo Heko konadno Iy C IV u duxcupajmo
HEKO TOBOJbHO Besiuko [N € N Tako ma Basku:

Ty CTU{c #¢ i) <Nmi#j}

Ha ocHoBy mpernocraBke, moxkemo jga y3memo mojesn (2A,3) ox I,
trakaB Ja je |A| > N. ¥Yamumo caga ga je 2 crpykrypa jesuka £’
KOjy nmodmjaMo u3 cTpyKType 2l Tako mro heMmo J1a mHTepIpeTupaMmo
KOHCTaHTE Co, . ..,Cy Kao pazamauTe ejgeMmente o A, ok hemo csako
Ci, 3a 1 > N, na maTepuperupaMo cacsuM npoussosbHO. Onma hemo
umatu ga je (A',3) momen oxn Iy, ma je cBaku KoHadaH moackyt o [
3a8/10BOJbUB.

Ha ocuoBy Teopeme xomuaktroctiu OH/Ia CJIEJIN JIa je U caM
ckyn I 3amoBosbuB. Heka je (',5) momen ox IV. Ako cama y3memo
na je A pecrpukimja o A’ Ha jesuk £, onja he (A, 3) na dyme Mmomen
orn I

Hecrangapauu moes apuTMeTukKe. Y HacTaBKy heMo Ja ce
MTOCTY2KUMO  Teopemom KOMUAKTHOCTIU J1a OMCMO KOHCTPYH-
cajin Hem30MOp(HE MoJiesie Teopuje MpUpoHuX opojeBa. Ilocieaua
OBaKBe KOHCTPYKITHje Onlie TaKO3BAHU HEeCWaHGAPGHU MOGes APUTMe-
tuke. Ilpucernmo ce ma je M = (N;<,+,-,5,0) crpykrypa mnpu-
poaHUX OpojeBa ca yodOmdajeHOM pesarujoMm ypebema <, Kao U OH-
HApHUM oOIllepaliijaMa caduparba, MHOXKEa U YHAPHOM OIEPAIHjOM
ciendennka (n — n + 1). Oxrosapajyliu jesauk oBe cTpykType je
P =1{<,+,-,S,0}.

Takobe, ako je &£ je3uk npsor pesa u 2 CTPyKTypa TOr je3UKa,
onja ca Th(2l) ozaauaBamo Teopujy o/ 2, Tj. CKyIl peUeHUIa 0 je3uKa
£ takBux ja Baxu 2 = 0.
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TEOPEMA 10.4. Hexa je &£ jesux aputumetmniuxe u nexa je Th(DT)
weopuja og N 3a jeaux L. Onga tocwoju upedpojus mogea og Th(N)
Koju Huje uzomoppan ca M.

J0oKA3. Hexka je £’ = £ U {c}, rue je c HoBu cumboJ KOHCTAHTE.
Y3MuMo cajia J1a je

I'=Th(M) U{on}nen,

rre je o, = ¢ > S"0. Ceaku koHa4daH nmoAckyn 'y ox I' je 3a10Bo/bUB.
To MozkeMo Jla BUJMMO Tako MmTo iemo y3eru na je 4(c) = N, 3a HeKO
nosossHO Besmko N € N koje je Behe on cBakor k Taxsor ma ce S0
jaBma y I'.

Ha ocnoBy Teopeme xomuaxiiHoctiu @, I' uma mozen, a Ha
ocuoBy Jlesenzajm-Cronemose weopeme ((10.0.1) 3mamMo ma mocrToju
U MOJIeJI OBOI' CKyIla pedeHuna koju je npedpojus. Heka je U jeman
TakaB Mojesa ckyma . Ako caja y3memo pectpuknmjy 2 momena 2
Ha HAIll MovYeTHU je3nk £, oHjga hemo mmaru ja je A = N (1j, na
Cy OBe CTPYKType eJIEeMeHTapHO eKBHUBAJIEHTHE), MoITo je A Mojes

teopuje Th(MN):
ME=o=0cThN) = Ao,
NEo=-0ThN)=>AE —0=AKEo.

MebhyTum, 2 #He Moxke dutn m3omopdan ca N jep y A mocroju ere-
MeHT ¢ 3a Koju BaxKu Ja je ¢ > S™(0) (cBaku uzomopduzam he na
dbukcupa cse S"(0)), 3a cBaku npupogan 6poj n, a TaAKaB eJEMEHT y
N HapaBHO HE IIOCTOjH. .

HATIOMEHA. Ilperxommny Teopemy 0u, j1a OuUcMO OWJid IIPEIU3HU,
TpedaJjio Jia mocMarpaMo Kao TeoOpeMy HeKe MeTaTeopuje y KO0joj je
crangapiHu Mojes I 1edduHUCAH U Y KOjOj MOTY Jia ce AeUHUIILY U
JIPYTU PeJIEBAHTHU MOjMOBHU, Ko IIITO je TojaM IIPedPOjuBUX MOJIEA.
Perumo, morym ducmo fa y3memo Ja je ta nozajauncka reopuja ZFC,
Koja smedunnmre ckyn N Kao CKyIl CBUX KOHAYHUX OPJNHATA, U YHYTap
Koje joka3 Teopeme MOXKe J1a ce popMasIn3yje.

Kao menocpemny nocienuity Teopeme MMaMO Jia [PUPOJIHE
OpojeBe HE MOXKEMO JIa AKCUOMATIU3YJEMO, Tj. JTa JTaMO jeJlaH CKYII
dopmyna I' y jesuky apurmeruke (Wid HEKOM JIDYTOM, IIUPEM je-
3WKy) Takas Ja je M 10 Ha m3oMopdusaMm jeJMHCTBEHA MpedpojuBa
CTPYKTypa Koja 3ajj0BosbaBa [

Mogemne M Teopuje Th(N) koju Hucy uzomopduu ca N 3ahemo
nectuarngapgrum mogeauma apurmeruke. Ctpykrypy I hemo, Kao u
paHuje, Jia 30BEMO CTaHJAPIHUM MOJEJIOM (B. HamomeHy rope). U3
nedunumje HecTangapaHor moaena N ciaeau ga je N = N.
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Crenehe TBpheme HaMm Jaje HEKa OCHOBHA CBOjCTBA CTPYKType
HECTAHJAPIHUX MOJeJa apuTMeTHKe. Y3MHUMO caja Ja je I jeman
TakaB npedpojus Mmojes. Hberos hiemo nomen ja osnadasamo ca N'.
ox Z—aanuem y N hemo na mogapasymesamo moAckyt {a; }iez om N
TaKaB Jla 3a CBakKO i € Z, He mocroju enement r € N TakaB ja je
a; < T < a4 (oBre <=<" osmauasa ypeheme ua ).

TEOPEMA 10.5. Hexa je M nectiangapgru moges apuiimetiuke.
Onga saotcu:

(1) N uma unuyujasny cetmentt u3oMmopPar CTUAHGAPGHOM MO-
geay N.

(2) Eaementiu mogeaa N Koju HUCy Yy 060M UHUUUJAAHOM CET-
MEHTY YUHE Jegar TYct CKYU Li— AaHaUG KOJU HEMA HAJMATDU
HUY Hajeehu esemen .

JOoKA3. /Ia ducmo oBO TBpheme Jl0Kazaju, CTaJIHO heMo ja ce
nosuBaMo Ha unmeHnty ga je M = N. Ipso, 07 je najmamu exemenT
om N, T1j.

N E=Vz(0 < z).
Taxie, M 3a10B0/bABA UCTY TY pedeHnIy ma je 0% HajMaIbl eJIeMeHT
on M. Crmano Tome, (S0)™ je majmamu emement ox N sehn ox 0%,
Tj.
NEVz(0<z— (z=S0VS0 < x)).
omrro M 3a10B0/baBa HCTY Ty pedenwuity, cieau aa je (S0)™ majma-
wu esement ox M sehin ox OV

Ako HacTaBUMO Ha OBaj HAYWH, MOXKEMO JIa BUJIUMO JIa [IPECIuKa-

Bame 7 : N — N/, nedpunucano xkao

((S"0)™) = (S"0)™,
qyBa HopeJiak u Jia je dujeknuja namehy N u uHUIIIjATHOT cerMeHTa
ox N'. Takobe, oo 7 je xomomopduzam uz Ny N'. IIpumepa paau,
N = S"0 + S™0 = S0,
na u I 3as10B0/baBa OBy peuenuiry. /lakie,
(8"0)™ + (8S™0)™ = (S"*™0)".
Hpyrum peunma,
7((8"0)™) +7((S™0)™) = 7 ((8"*"0)™).
Hexka ckyn I unne csu exementn o N koju mucy y ckymy 7[N]. To cy,
Tako3BaHu, deckonayunu esementtiu on N'. ITomrro je m nzomopduzam

m3mehy N u 7[N], moxkemo oso 7[N] na uaentudukyjemo ca N u na
numemo mnpocro N = N U I, rae je N mammujasau cerment ox N,
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Hpyrum peunma, yBek hemo mmartu ja je k < ¢, 3a cBako k € N nu
cel.

Ocraje ;1a ce mokaxke jia I 9uHU T'yCT CKyN Z—JjIaHala KOju HEMa
HajMamu HATH HajBehm eytement. [Ipumernmo nipBo jga ako c,d € I,
ouna ¢+ d € I. Takobhe, ako je ¢,d # 0, ouma ¢ - d € I. EBo 3amro je
TO Tako. IIpumerumo ma:

NEVeVy(r >0ANy>0— (x4+y>zAz-y > x)),

na O 3amoBosbaBa 0By pedenulry takobhe. ITomrro je ¢, d > 0, umamo
naje c+d > c > S*0), 3a ceako k € N, ma je ¢+ d € I. Cirano
TOME MOXKEMO JIa 3aKJ/by4IuMo Jia je ¢ - d € I. Iomro je

NEVe(r >0— Jyly+ S0 =z AVu-(y < w < x))),

uMamo ga 1 O 3a/10BO/baBa OBY PEYEHMHILY, I1a ¢ UMa, HEIOCPEIHOT
nperxoguuka y 9 . OBor hiemo nperxoaHuka j1a 03HAYABAMO Ca& C —

S(0). Taxobe,
N = Va((x + S0 > 8¥710) — 2 > SF0),

1a uMamo, momTo je ¢ > S*1(0) za csako k € N, 1a je ¢ — S(0) >
S*(0) 3a ceako Taxso k. lakse, umamo ja je c—S(0) € I. Hacrapba-
jyhu na osaj nauun, modujamo jeman Z—nanan {c = S*(0)}rez C 1.

Caza hiemo ja mokazkemo jia usmely jiBa Z—JaHma yBeK MOCTOju
Z—nanan. [IpermocraBumo 11a je ¢ < d u ga ¢y ¢ u d eJIeMeHTH CKyTIa
I y pazmuuutum Z—nannuma. Vmamo na je

NEVrdy(y+y=2Vy+y=x+S0),

na oBa peuenuria Baxku y M. Heka je omma y € N rmakso na je
y+y=c+dwmy+y=c+d+ 1. Penumo na je npyro ciyuaj, Tj.

y+y=c+d+1.

Omnjta mmamo ja je y > c+5%(0) exsuasmento ca y+y > c+c+S5%(0).
Mebytum,
y+y=cH+d+1>c+c+5%*0),

oo je d > ¢ + S*(0). OBe cMO ce TOHOBO CITYKUJIH THHHCHUTIOM
J1a Heko TBpheme Baxku y N ako u camo ako Baxku y M. Camanum
apryMeHTOM MOXKEeMO J1a TIOKaKeMO J1a IIOCTOjU Y TaKBO Jia je y+y = ¢
wm Yy +y =c+ 1 u ga je Z—nanai oj y Mambu O Z—JaHIa O] C.
Takobhe, Z—nanar ox d + d Behu je ox Z—naunna on d. Hakie, He
[IOCTOjU HajMamu HUTU HajBehu Z—ranarr. —

Csaka jBa 1pedpojuBa rycra JuHeapHa ypehema 0e3 Kpajibux Ta-
gaka cy usomopdua na ocaosy Teopeme [10.2] (cBa cy ona usomopdua
ca QQ), ma je Tun ypehemwa o I, 3a npebpojus Hecrangapaau mojea I,
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I
0 1 2 s—1 ¢ §+1 ¢c—1 ¢ c¢+11%2c—1 2¢ 2c+1
3c 3c 3c
2 1 2 2+1

CnukA 2. Hecrannapaau momesr U

jenmHCTBEHO oapeheH Kao mpedpojuBO MHOIO Komuja o Z ypeheHux
kao (Q; <). Ha caunum rope cmo, miryctpaliyje pajin, y3ean HEKH eJre-
MeHT ¢ u3 [ Koju je mapan, Tj. moctoju d € I TakBo na je ¢ = 2d.
IIperxomuuKa o1 ¢ CMO IIPErJeHOCTH Pajd O3HadYaBajn ca ¢ — 1.
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OBa je kmura Hacrtajga u3 desexkaka 3a Kypc Pumozoduja marema-
Tuke kKoju cam, rnomaxkyhu Kocru [lomeny, Burmie myrta Jp:Kao CTy-
JeHTuMa 3aBpirHe rojauHe cryanja Purozodcekor dakyirera y beo-
rpagy. Kypc je Ono 3aMunbeH Tako j1a Ou ce Ha IpeflaBamuMa, Koja
Cy HaJUKOBAJIa CEMUHAPUMAa, YNTAJa W W3Jarajia KJIacUJIHa Jlejla U3
dutozoduje mareMaTuKe JOK Cy BexKOe HA TOM IPEeIMETy CTyJ/IeHTe
Tpedaso na ynosuajy ca ['esestoBuM TeopemamMa 0 HEMOTIIYHOCTH, PH-
JI030bCKU HAj3AHUMJBUBHUjUM PE3YJITATAMA JIOTUKE. ¥ OBOM, IIPBOM
Jenty Kmbure Beaewke u3 notuke mpejcTaBuieMo HEKe OJ1 KJIACUIHUX
pe3y/TaTa Halller TpeJIMeTa, 3aK/bYIHO ca TeopeMoM MOTIyHOCTH JIO-
I'UKe IIPBOT pejia U IeHuM rocjaeaniiama. Mehyrum, riasao y Be3n ca
OBOM KILUTOM j€ TO INITO OM OHA YUTAOIA TPeDdAJIO Ja MPUIIPEMU 3a
JIPYTHU IbeH Je0 Koju he ce Turatu ['eieioBux TeopemMa O HEIMOTIIyHO-
CTH U CPOJHUX DE3yITaTa.
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